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イントロダクション

本稿を通して，特に断らない限りK は標数 0の体または Zとする。
2000年代初頭，Fomin-Zelevinskyら（[1, 5, 6]）によってクラスター代数（団代数）という概

念が導入された。クラスター代数は，クイバーQ（有向グラフのこと）と，クラスターと呼ばれ
る変数の集まり x = (x1, x2, . . . , xn)から変異という操作によって定義される可換K 代数であり，
A(Q,x)と表される。クラスター代数は，元々は表現論的な背景で導入された概念であるが，そ
の後，代数学，解析学，幾何学，数理物理学など様々な分野において自然に表れることが分かっ
ている。　
その一例としてフリーズ1という概念がある。フリーズとは，1970年代初頭にConway [4]によっ

て導入され，その後，Conway-Coxeterの共同研究（[2, 3]）により発展された概念であり，周期的
な数列から，決まった規則で並べられた数字の帯状配列のことであり，組み合わせ論など様々な
概念との関連性が指摘されている。フリーズの研究は，1970年代に Conway–Coxeterによって行
われた研究を起点として発展したが，その後しばらく大きな進展は見られなかった。しかし 21世
紀に入り，フリーズとクラスター代数との関係性が注目されるようになり，再び活発に研究が行
われている。実際，フリーズの周期性，整数性とクラスター代数の有限性，ローラン現象が対応
していることが知られている。また，フリーズに現れる数列が整数のみからなることはよく知ら
れている。
このように，現在クラスター代数は様々な分野をつなぐ数学全体における中心的な研究対象と

なっている。一方で，クラスター代数は可換環であるにもかかわらず，その可換環論的な研究は
それほど多くない（[7, 10]）。このような状況を踏まえ，本稿ではクラスター代数の可換環論的な
性質を調べる。
まずはクラスター代数のUFD性質について考える。UFDは可換環において最も基本的なクラ

スであるため，クラスター代数が UFDであるかどうかは最も基本的な問いである。本稿の最初
の目的は Lampe [10]による以下の結果を紹介することである。
定理 0.1. （系 3.16）ディンキンクイバーに付随するクラスター代数の UFD性は以下のように
なる。

ディンキン型のタイプ UFD not UFD

A型 An (n ̸= 3) A3

D型 — Dn (n ≧ 4)

E型 En (n = 6, 7, 8) —

1フリーズ (frieze)とは，ギリシャ・ローマの建築物に装飾されている，繰り返しのある模様のこと。転じて，帯状
の繰り返しのある装飾を指す。
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次に，可換環の次元論や代数幾何学の分野において有用なネーター正規化について調べる。第
2の結果として，松井氏との共同研究でAn型のディンキンクイバーに付随するクラスター代数の
ネーター正規化を明示的に与えた：
定理 0.2. （定理 3.18）An 型のディンキンクイバーに関するクラスター代数 A(An)の部分代数
K[x1 − x′1, x2 − x′2, . . . .xn − x′n]は，A(An)のネーター正規化である。ここで x′iは xiの iにおけ
る変異である。

この定理を用いることで，An型のディンキンクイバーに付随するクラスター代数のKrull次元を
決定することができる。
本稿の構成は次の通りである。第 1章では，ネーター正規化定理について，体上の場合から整

域上の場合への拡張を述べ，定理 1.5の証明を与える。第 2章では，クイバー，種，変異およびク
ラスター代数の基本概念を整理する。あわせて，ローラン現象や下限，上クラスター代数，上限
などの本稿で用いる諸概念を導入する。第 3章では，ディンキンクイバーに付随するクラスター
代数の可換環論的性質について考察する。特に，第 3.1節では，クラスター代数がUFDとなるた
めの条件とその証明についての [10]の結果を紹介しディンキンクイバーのときに完全に決定する。
第 3.2節では，An型のディンキンクイバーに付随するクラスター代数のネーター正規化を与える。

約束事

本稿では環は全て可換環とする。また，環Rに対して以下の記号を導入する。

• Rの可逆元全体をR×と書く。

• Rの既約元全体の集合を Irr(R)と書く。

• Rの Krull次元を dim(R)と書く。

• Rの元 x1, x2, . . . , xnと α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Zn
≧0に対して

xα = xα1
1 xα2

2 · · ·x
αn
n

と書く。

• Rnにおける単位ベクトルを eiと書く。
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申し上げます。また，2年間研究を共にした研究室の皆様に対して心より御礼申し上げます。
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第 1章

ネーター正規化定理

本章ではネーター正規化定理とその拡張についての主張と証明を行う。環のネーター正規化は
可換環論における最も重要な概念の一つであり，それを用いることで環の Krull次元，深度およ
び双対化複体を計算することができる。また，Cohen-Macaulay性の判定をするときにも環のネー
ター正規化を用いることができる。ネーター正規化やKrull次元についてのより詳しい事実は [16]
を参照されたい。
まず，以下を定義する。

定義 1.1. (1) Rを環とし，AをR上の代数とする。また，x1, x2, . . . , xnをAの元とする。任意
の多項式 F ∈ R[X1, X2, . . . , Xn]に対して

F (x1, x2, . . . , xn) = 0 =⇒ F = 0

が成り立つとき，x1, x2, . . . , xnはR上代数的に独立であるという。

(2) Aを環R上の代数とする。AがR加群として有限生成であるとき，AはR上有限であると
いう。

有限生成拡大や有限拡大の Krull次元について以下の事実はよく知られている。
命題 1.2. (1) R代数AがRの有限拡大のとき，dim (A) = dim (R)が成り立つ。

(2) Rをネーター環とする。x1, x2, . . . , xnがR代数Aの元で，R上代数的に独立であるとする。
このとき，dim (R[x1, x2, . . . , xn]) = dim (R) + nが成り立つ。

このように，有限生成拡大を調べることは，Krull次元などの環の不変量を調べる際に有効とな
る。以下の定理は可換環論や代数幾何学において重要な役割を果たす。
定理 1.3 (ネーター正規化定理). Kを体，AをK上の有限生成代数とする。このとき，ある有限個
のK上代数的に独立なAの元 y1, y2, . . . , ynが存在して，AはK[y1, y2, . . . , yn]上で有限となる。

命題 1.2と定理 1.3を用いることで以下の系が言える。これはネーター正規化定理の典型的な
応用である。
系 1.4. Kを体，AをK上の有限生成代数とし，Aのネーター正規化をK[y1, y2, . . . , yn]とする。
このとき，dim (A) = nとなる。
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以下のネーター正規化定理の拡張は [13]においても述べられているが，私の卒業研究では，そ
れとは独立に主張を定式化し証明を与えた。
定理 1.5 (ネーター正規化定理の拡張 [12]). Rを整域，AをR上の有限生成な拡大整域とする。こ
のとき，ある有限個のR上代数的に独立なAの元 y1, y2, . . . , ynと 0でないRの元 uが存在し，u

による局所化AuはRu[y1, y2, . . . , yn]上で有限となる。

証明. Rの元の個数が有限であると仮定すると，Rは体である。この場合，定理 1.3より主張は直
ちに従う。従って，以下ではRの元の個数は無限であると仮定してよい。Aの生成元の個数をm

個とすると，A = R[x1, x2, . . . , xm]と書ける。mに関する数学的帰納法により主張を示す。

(i) m = 0のとき，A = Rなので主張は明らかに成り立つ。

(ii) m = k (k ≧ 0)のとき，定理の主張が成り立つと仮定する。

(iii) m = k+1とする。このとき，A = R[x1, x2, . . . , xk+1]である。x1, x2, . . . , xk+1がR上で代数
的に独立である場合は定理の主張は自明である。x1, x2, . . . , xk+1がR上で代数的に独立でな
いと仮定する。代数独立の定義より，f(x1, x2, . . . , xk+1) = 0を満たすR[X1, X2, . . . , Xk+1]

の 0でない元 fが存在する。必要ならば変数の番号を入れ替えることにより，fにXk+1が現
れると仮定してよい。f0を fの最高次数の斉次部分とすると，f0(X1, X2, . . . , Xk, 1) ̸= 0が成
り立つ。Rは無限集合であるから，c1, c2, . . . , ck ∈ Rでu := f0(c1, c2, . . . , ck, 1) ̸= 0となるも
のが存在する。ここで，x′j := xj−cjxk+1 (j = 1, 2, . . . , k)とおく。すると，xj = x′j+cjxk+1

であるから

0 = f(x1, x2, . . . , xk+1) = uxsk+1 + (R[x′1, . . . , x
′
k]係数で xk+1の次数が s未満の項)

と書ける。0 ̸= u ∈ Rであるため，両辺をuで割ることができる。すると，xk+1はR[x′1, x
′
2, . . . , x

′
k]u =

Ru[x
′
1, x

′
2, . . . , x

′
k]上整であることが分かる。S = Ru, B = S[x′1, x

′
2, . . . , x

′
k]とおく。数学的

帰納法の仮定を用いると，ある S上代数的に独立な元 y1, y2, . . . , yn ∈ Bと 0でない Sの元
vが存在して，Bv は Sv[y1, y2, . . . , yn]上で有限となることが従う。ここで，v = w/utとお
くと，Sv

∼= Ruw, (Au)v ∼= Auw が成り立つ。Auは B上有限であるから Auw は Bv 上で有
限である。従って，AuwはRuw[y1, y2, . . . , yn]上で有限となる。
さらに，次の 2つが成り立つことを示す。

(a) 十分大きな自然数N を，y′j := uNyj ∈ A (j = 1, 2, . . . , n)となるように取ることがで
きる。このとき，{y′1, y′2, . . . , y′n}はR上で代数的に独立である。

(b) Ruw[y1, y2, . . . , yn] = Ruw[y
′
1, y

′
2, . . . , y

′
n]

(b)は明らかである。(a)を示すため，h(y′1, y′2, . . . , y′n) = 0を満たすh ∈ R[X1, X2, . . . , Xn]を
任意に取る。g(X1, X2, . . . , Xn) = h(uNX1, u

NX2, . . . , u
NXn)と定めると，g(y1, y2, . . . , yn) =

0が成り立つ。しかし，{y1, y2, . . . , yn}は Ru上で代数的に独立であるから，g = 0でなけ
ればならない。よって，係数を比較することにより h = 0が従う。従って，{y′1, y′2, . . . , y′n}
は R上で代数的に独立である。以上より，Auw は Ruw[y

′
1, y

′
2, . . . , y

′
n]上で有限でありかつ

{y′1, y′2, . . . , y′n}は Ruw 上で代数的に独立であることが分かり，m = k + 1の場合も主張は
成り立つ。
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よって主張が示された。

この定理により得られる部分環Ruw[y
′
1, y

′
2, . . . , y

′
n]はAの構造を調べる上で有用である。

定義 1.6. 定理 1.5のR[y1, y2, . . . , yn]をAのネーター正規化と呼ぶ。

命題 1.2と定理 1.5より，以下のことが分かる。
系 1.7. Aを Z上の有限生成な拡大整域であるとする。また，Z[y1, y2, . . . , yn]がAのネーター正
規化であるとする。このとき，dim (A) = n+ 1である。

最後に具体的なネーター正規化を計算する。
例 1.8. Rを整域とする。

(1) A = R[X1, X2, Y1, Y2]/I = R[x1, x2, y1, y2]とする。ただし，

I = (X1Y1 −X2 − 1, X2Y2 −X1 − 1) ⊂ R[X1, X2, Y1, Y2]

とする。このとき，AはRの拡大整域で，

R[x1 − y1, x2 − y2]

はAのネーター正規化である。以下，定理 1.5の証明に倣ってこれを示す。

• F = X1Y1 −X2 − 1 ∈ R[X1, X2, Y1, Y2]とおく。このとき最高次数の項は F0 = X1Y1

である。F0(X1, X2, 1, Y2) = X1 ̸= 0 であるから，(c1, c2, c4) = (1, 0, 0) を取れば，
F0(c1, c2, 1, c4) ̸= 0となる。ここで, x′1, x′2, y′2 ∈ Aを

x′1 = x1 − y1, x′2 = x2, y′2 = y2

で定める。このとき，x1 = x′1 + y1であるから，関係式 x1y1 − x2 − 1 = 0より

0 = (x′1 + y1)y1 − x′2 − 1 = y21 + x′1y1 − x′2 − 1

となる。従って, y1はR[x′1, x
′
2, y

′
2]上で整である。

• 次に関係式 x2y2−x1− 1 = 0に x1 = x′1+ y1を代入する。すると，y1 = x′2y
′
2−x′1− 1

を得る。これを y21 + x′1y1 − x′2 − 1 = 0に代入すると，

0 = (x′2y
′
2 − x′1 − 1)2 + x′1(x

′
2y

′
2 − x′1 − 1)− x′2 − 1

= x′22 y
′2
2 − (x′1 + 2)x′2y

′
2 + (x′1 − x′2)

を得る。G = X2
2Y

2
2 − (X1 + 2)X2Y2 + (X1 −X2)とすると，G(x′1, x

′
2, y

′
2) = 0。Gに

おける最高次の項はX2
2Y

2
2 なので，上の議論と同様に x′′1, x

′′
2 ∈ Aを

x′′1 = x′1 = x1 − y1, x′′2 = x′2 − y′2 = x2 − y2

で定める。このとき，

0 = (x′′2 + y′2)
2y′22 − (x′′1 + 2)(x′′2 + y′2)y

′
2 + (x′′1 − (x′′2 + y′2))

= y′42 + 2x′′2y
′3
2 + (x′′22 − x′′1 − 2)y′22 + (−x′′1x′′2 − 2x′′2 − 1)y′2 + (x′′1 − x′′2)

となり，y′2はR[x′′1, x
′′
2]上整である。
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以上の議論より，A = R[x1 − y1, x2 − y2, y1, y2]はR[x′′1, x
′′
2] = R[x1 − y1, x2 − y2]上有限で

ある。また，x1− y1, x2− y2がR上で代数的に独立であることは第 3.2節で示される。従っ
て，R[x1 − y1, x2 − y2]はAのネーター正規化である。

(2) 環A = R[X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3]/J = R[x1, x2, x3, y1, y2, y3]とする。ただし，

J = (X1Y1 − 1−X2, X2Y2 −X1 −X3, X3Y3 − 1−X2) ⊂ R[X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3]

とする。このとき，AはRの拡大整域で，

R[x1 − y1, x2 − y2, x3 − y3]

はAのネーター正規化である。以下，定理 1.5の証明に倣ってこれを示す。

• F = X1Y1 − 1 − X2 ∈ R[X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3] とおく。このとき最高次数の項は
F0 = X1Y1であり，F0(X1, X2, X3, 1, Y2, Y3) = X1 ̸= 0である。従って，c1 ̸= 0をとれ
ば F0(c1, c2, c3, 1, c5, c6) ̸= 0となる。ここでは具体的に c1 = 1, c2 = c3 = c5 = c6 = 0

を取る。そこで変数変換を

x′1 = x1 − c1y1 = x1 − y1

x′2 = x2

x′3 = x3

y′2 = y2

y′3 = y3

で定めると，x1 = x′1 + y1であるから，これを関係式 x1y1− 1− x2 = 0に代入すると，

0 = (x′1 + y1)y1 − 1− x′2 = y21 + x′1y1 − 1− x′2

となる。よって，y1はR[x′1, x
′
2, x

′
3]上整である。

• 次に関係式 x2y2 − x1 − x3 = 0に x1 = x′1 + y1を代入すると，y1 = x′2y
′
2 − x′1 − x′3を

得る。これを y21 + x′1y1 − 1− x′2 = 0に代入すると，

(x′2y
′
2 − x′1 − x′3)

2 + x′1(x
′
2y

′
2 − x′1 − x′3)− 1− x′2 = 0

となり，これを展開して整理すると，

x′22 y
′2
2 − (x′1x

′
2 + 2x′2x

′
3)y

′
2 + x′23 + x′1x

′
3 − 1− x′2 = 0

を得る。
そこで変数変換を

x′′1 = x′1 = x1 − y1

x′′2 = x′2 − y′2 = x2 − y2

x′′3 = x′3 = x3

y′′3 = y′3 = y3
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で定める。x′2 = x′′2 + y′2を上記の式に代入すると，

0 = (x′′2 + y′2)
2y′22 − (x′′1(x

′′
2 + y′2) + 2(x′′2 + y′2)x

′′
3)y

′
2 + x′′23 + x′′1x

′′
3 − 1− x′′2 + y′2

= y′42 + 2x′′2y
′3
2 + (x′′22 − x′′1 − 2x′′2)y

′2
2 − (x′′1x

′′
2 + 2x′′2x

′′
3 − 1)y′2 + (x′′23 + x′′1x

′′
3 − x′′2 − 1)

となり，y′2はR[x′′1, x
′′
2, x

′′
3]上整である。

• 関係式 x3y3 − 1− x2 = 0に x3 = x′′3, x2 = x′′2 + y′2, y3 = y′′3 を代入すると，

y′2 = x′′3y
′′
3 − x′′2 − 1

となる。これを上の関係式に代入して展開すると，

0 = (x′′3y
′′
3 − x′′2 − 1)4 + 2x′′2(x

′′
3y

′′
3 − x′′2 − 1)3 + (x′′22 − x′′1 − 2x′′2)(x

′′
3y

′′
3 − x′′2 − 1)2

− (x′′1x
′′
2 + 2x′′2x

′′
3 − 1)(x′′3y

′′
3 − x′′2 − 1) + (x′′23 + x′′1x

′′
3 − x′′2 − 1)

= x′′43 y′′43 + f1y
′′3
3 + f2y

′′2
3 + f1y

′′
3 + f0

(fi ∈ R[x′′1, x
′′
2, x

′′
3], fiの各項は x′′1, x

′′
2, x

′′
3 の高々4個の積)

となる。そこで
x′′′1 = x′′1 = x1 − y1

x′′′2 = x′′2 = x2 − y2

x′′′3 = x′′3 − y′′3 = x3 − y3

のように変数変換すると，y′′3 は R[x′′′1 , x
′′′
2 , x

′′′
3 ]係数の最高次係数が 1の多項式の根に

なることが分かる。よって，y′′3 はR[x′′′1 , x
′′′
2 , x

′′′
3 ]上整であることが従う。

ここまでの議論より，A = R[x1 − y1, x2 − y2, x3 − y3, y1, y2, y3]はR[x′′′1 , x
′′′
2 , x

′′′
3 ] = R[x1 −

y1, x2− y2, x3− y3]上有限である。また，x1− y1, x2− y2, x3− y3がR上で代数的に独立で
あることは，(1)の場合と同様，第 3.2節で示される。以上より，R[x1− y1, x2− y2, x3− y3]

はAのネーター正規化となる。

なお，上記の環はそれぞれ次章で定義する，A2型およびA3型のディンキンクイバーに付随す
るクラスター代数と同型である。第 3.2節において，この結果は一般のAn型の場合に拡張される。
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第 2章

クラスター代数の基本

クラスター代数は，今世紀初頭に Fominと Zelevinskyによって導入された可換環のクラスであ
る。クラスター代数は，クイバー1と，クラスターと呼ばれる変数の集合を初期データとして，変
異と呼ばれる操作を用いて定義される。この代数は，フリーズをはじめとする様々な分野に現れ
る現象と密接に関係しており，それらの組み合わせ論的構造を調べる上で有用である。以下では，
クラスター代数の議論において基本となる定義および定理を紹介する。
なお，本章で導入する定義および結果は，[10, 14, 15]などを参考にしている。より詳しい内容

については，これらの文献を参照されたい。
以下，K を標数 0の体あるいは Zとする。まずクイバーに関する基本的な定義を導入する。

定義 2.1. (1) 有限個の頂点と矢を持つ多重有向グラフQをクイバーと呼ぶ。また，Qの矢 eに対
して始点を s(e)，終点を t(e)と書く。

(2) Qの矢の列 (e1, e2, . . . , er)が

s(e2) = t(e1), s(e3) = t(e2), . . . , s(er) = t(er−1), s(e1) = t(er)

を満たすとき，r-サイクルと呼ぶ。

(3) クイバーが連結であるとは，任意の頂点 i, jに対して，i = v0, v1, . . . , vr = jを満たす有限列
が存在し，各 k = 0, 1, . . . , r − 1について vkと vk+1の間に辺が存在することをいう。

(4) 頂点 i, jの間に一本以上の矢が存在するとき，iと jは隣接していると呼ぶ。
設定 2.2. 本稿では，以下の状況のもとで議論する。

• クイバーは連結で，1-サイクルと 2-サイクルを持たないようなものであるとする。

• 頂点集合をQ0 = {1, 2, . . . , n}とする。

• 頂点 iから jへ向かう矢の本数を ν(i, j)と書き，矢の重複度と呼ぶ。

次に，これらの定義を満たすクイバーの具体例を挙げる。

1有向グラフのこと。表現論ではクイバーと呼ばれることが多い。
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例 2.3.

1 2 3

3

1 2 4

5

1 2

定義 2.4. Qをクイバー，kを頂点とする。任意の頂点 iについて ν(i, k) = 0が成り立つとき，k

を sourceと呼ぶ。同様に，kから出る矢を一切持たないとき，すなわち，任意の頂点 jについて
ν(k, j) = 0が成り立つとき，頂点 kを sinkと呼ぶ。

i1

i2

k i3

i4

i5

図 2.1: kは source

i1

i2

i3 k

i4

i5

図 2.2: kは sink

以下で定義するディンキンクイバーは，様々な分野において現れる重要なものである。
定義 2.5. 以下のようなグラフを，An, Dn, E6, E7, E8型のディンキン図形という。

An型：
1 2 3 4 · · · n− 1 n

Dn型：
n

1 2 3 · · · n− 2

n−1

E6型：
6

1 2 3 4 5
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E7型：
7

1 2 3 4 5 6

E8型：
8

1 2 3 4 5 6 7

ディンキン図形を底グラフにもつクイバーをディンキンクイバーと呼ぶ。向きの付け方は頂点数
を nとしたとき，2n−1通り存在するが，底グラフの型のみが本質的である。
定義 2.6. Qをクイバーとし，kをQの頂点とする。このとき，kにおけるQの変異 µk(Q)を以
下の 3つの操作を順に行って得られるクイバーと定義する。

(i) 　 i→ k → jなる各矢の列に対して，iから jへの矢を一つ加える。

(ii) (i)の操作によって現れた 2サイクルを無くなるまで消していく。

(iii) kに出入りする矢の向きを逆にする。

例 2.7. (1) クイバーQ : 1→ 2→ 3を頂点 2で変異したクイバー µ2(Q)は以下のようになる： 2

1 3

 (i)−→

 2

1 3

 (ii)−−→

 2

1 3

 (iii)−−→ µ2(Q) =

 2

1 3


(2) (1)の変異後のクイバー µ2(Q)を頂点 1で変異したクイバー µ1µ2(Q)は以下のようになる： 2

1 3

 (i)−→

 2

1 3

 (ii)−−→

 2

1 3

 (iii)−−→ µ1µ2(Q) =

 2

1 3


以下, F = K(u1, u2, . . . , un)をK 上の n変数の有理関数体とする。

定義 2.8. 種 (Q,x)とは

• 頂点集合が {1, 2, . . . , n}のクイバーQ

• K 上代数的に独立な F の元の列 x = (x1, x2, . . . , xn)

の組からなるものである。ここで，xをクラスター，各 xiをクラスター変数と呼ぶ。
定義 2.9. (Q,x)を種とする。このとき，各 i ∈ Q0に対して，

fi =
∏

ν(j,i)>0

x
ν(j,i)
j +

∏
ν(i,j)>0

x
ν(i,j)
j

と定義し，これを頂点 iにおける交換多項式と呼ぶ。
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例 2.10. (1) クイバーQ : 1→ 2に対する交換多項式は，

f1 = 1 + x2, f2 = 1 + x1

で与えられる。

(2) クイバーQ : 1→ 2→ 3に対する交換多項式は，

f1 = 1 + x2, f2 = x1 + x3, f3 = 1 + x2

である。

次に種の変異を定義する。
定義 2.11. (Q,x)を種とし，k を Qの頂点とする。このとき，以下のようにして定義される種
µk(Q,x) = (µk(Q), µk(x))を (Q,x)の kにおける変異と呼ぶ。

• クイバーは，Qの kにおける変異 µk(Q)

• クラスターは，

µk(x) = (x1, . . . , xk−1, x
′
k, xk+1, . . . , xn), x′k = x−1

k fk

種の変異については様々な結果が知られている。特に重要な事実を紹介する。
注意 2.12 ([14,命題 2.4]). 次が成り立つ。

(1) x1, . . . , xk−1, x
′
k, xk+1, . . . , xnは体K上で代数的に独立である。特に，µk(Q,x)は再び種を

与える。

(2) 変異 µkを二度繰り返すと元の種に戻る。つまり

µk

(
µk(Q,x)

)
= (Q,x)

が成り立つ。

ここで種の変異の具体例を与える。
例 2.13. (1) A2 型クイバー Q : 1 → 2を取り, クラスターを x = (x1, x2)とする。このときの

(Q,x)の変異をいくつか計算する。

µ1(x) =

(
1 + x2
x1

, x2

)
µ2(x) =

(
x1,

1 + x1
x2

)
µ2(µ1(x)) =

(
1 + x2
x1

,
1 + x1 + x2

x1x2

)
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(2) A3 型クイバー Q : 1 → 2 → 3を取り，クラスターを x = (x1, x2, x3)とする。このとき，
(Q,x)における変異をいくつか計算する。

µ1(x) =

(
1 + x2
x1

, x2, x3

)
µ2(x) =

(
x1,

x1 + x3
x2

, x3

)
µ3(x) =

(
x1, x2,

1 + x2
x3

)
µ1(µ2(x)) =

(
x1 + x3 + x2x3

x1x2
,
x1 + x3

x2
, x3

)
変更

定義 2.14. (Q,x) と (R,y) を種とする。ある有限列 (k1, k2, . . . , kr) (1 ≦ kj ≦ n) が存在して
(R,y) = µk1µk2 · · ·µkr(Q,x)が成り立つとき，(Q,x)と (R,y)は変異同値であるという。このと
き，(Q,x) ∼ (R,y)と書く。

注意 2.12(2)より,この関係は同値関係を与える。以上で定義したことを元にクラスター代数を
定義する。
定義 2.15. (Q,x)を種とする。(Q,x)と変異同値な種 (R,y)に現れるクラスター変数全体の集合

X (Q,x) = { yi | (R,y) ∼ (Q,x), 1 ≤ i ≤ n }

を考える。このとき，X (Q,x)により生成される F のK 部分代数

A(Q,x) := K[X (Q,x)]

を初期種 (Q,x)により生成されるクラスター代数と呼ぶ。また，xを初期クラスターと呼び，各
xiを初期クラスター変数と呼ぶ。初期クラスターが明らかな場合には，A(Q,x)を単にA(Q)と
書くこともある。
例 2.16. (1) Q : 1→ 2をA2型のディンキンクイバー，初期クラスターを x = (x1, x2)とする。

このとき，変異により得られるクラスター変数は以下の 5つである。

x1, x2,
1 + x1
x2

,
1 + x2
x1

,
1 + x1 + x2

x1x2

よってこのときのクラスター代数は

A(Q,x) = K

[
x1, x2,

1 + x2
x1

,
1 + x1
x2

,
1 + x1 + x2

x1x2

]
である。

(2) Q : 1→ 2→ 3をA3型のディンキンクイバー，初期クラスターを x = (x1, x2, x3)とする。
このとき，変異により得られるクラスター変数は以下の 9つである。

x1, x2, x3,
1 + x1
x2

,
x1 + x3

x2
,
1 + x2
x3

,
x1 + x3 + x2x3

x1x2
,
x1 + x3 + x1x2

x2x3
,
x1 + x3 + x1x2 + x2x3

x1x2x3

よってこのときのクラスター代数は
A(Q,x) = K

[
x1, x2, x3,

1 + x2

x1
,
x1 + x3

x2
,
1 + x2

x3
,
x1 + x3 + x2x3

x1x2
,
x1 + x3 + x1x2

x2x3
,
x1 + x3 + x1x2 + x2x3

x1x2x3

]
である。
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また，クラスター変数が全てローラン多項式になっていることは重要な事実である。つまり次
の定理が言える。
定理2.17 (ローラン現象 [5, Theorem 3.1]). 種 (Q,x)に対して,クラスター代数A(Q,x)はK[x±1

1 , x±1
2 , . . . , x±1

n ]

の部分代数である。つまり (Q,x)から変異を有限回繰り返して得られる種のクラスター変数は，
x1, x2, . . . , xnのローラン多項式である。

次の定理はクラスター代数において最も重要な定理の一つである。
定理 2.18 (有限性 [6, Theorem 1.8]). Qがディンキンクイバーと変異同値のとき，クラスター代数
A(Q,x)は有限個のクラスター変数を持つ。

ここで以下の 3つのK 代数を導入する。
定義 2.19. A(Q,x)の任意のクラスター yに対して，Ly をK[y±1 , y

±
2 , . . . , y

±
n ]と定義する。以下

のように定義されるK 代数をそれぞれ下限，上クラスター代数，上限と呼ぶ。

L(Q,x) = K
[
x1, x

′
1, . . . , xn, x

′
n

]
,

Ā(Q,x) =
⋂

(R,y)∼(Q,x)

Ly,

U(Q,x) = Lx ∩
n⋂

k=1

Lµk(x).

ただし, x′i = µi(x)i = x−1
i fiである。

名称が示すように，以下の包含関係が成立することは容易に分かる。

L(Q,x) ⊆ A(Q,x) ⊆ Ā(Q,x) ⊆ U(Q,x)

定義 2.20. (Q,x)を種とする。

(1) クイバーQがサイクルを含まないとき，種 (Q,x)は非輪状であるという。

(2) 任意の異なる 2頂点 i, j ∈ Q0に対して，対応する交換多項式 fi, fj が互いに素であるとき，
種 (Q,x)は互いに素であるという。

注意 2.21. Qがディンキンクイバーのとき，種 (Q,x)は非輪状である。
例 2.22. (1) QをD4型のディンキンクイバー

4

1 2 3

5

とする。このとき，f4 = 1+x3 = f5となるので，f4, f5は互いに素ではない。従って，(Q,x)

は非輪状であり，互いに素ではない。
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(2) QをA4型のディンキンクイバー
1 2 3 4

とする。このとき，f1 = 1 + x2, f2 = x1 + x3, f3 = x2 + x4, f4 = 1 + x3はどの 2つも互い
に素である。従って，(Q,x)は非輪状かつ互いに素である。

非輪状や互いに素な種から定まるクラスター代数は可換環論的性質を調べる上で多くの利点が
ある。その例として以下の定理を紹介する。
定理 2.23 ([1, Colorralry 1.9, Theorem 1.18, Theorem 1.20, Corollary 1.21]). (1) (Q,x)を非輪状な

種とする。このとき次のK 代数の同型が存在する。

A(Q,x) = L(Q,x) ∼= K[X1, X2, . . . , Xn, Y1, Y2, . . . , Yn]/I

ただし，I = (XjYj − fj | j = 1, 2, . . . , n)とする。ここで，この同型は以下のように与えら
れる。

xi ←→ X̄i, x′i (= x−1
i fi)←→ Ȳi

特に，A(Q,x)は x1, x2, . . . , xn, x
′
1, x

′
2, . . . , x

′
nによりK 代数として生成される。

(2) (Q,x) を互いに素かつ非輪状な種とする。このとき，L(Q,x) = A(Q,x) = Ā(Q,x) =

U(Q,x)が成り立つ。

また，次の定理よりクラスター代数はディンキンクイバーの矢の向きによらずに一意に定まる。
定理 2.24 ([6, Theorem 8.6]). 底グラフが同一であるディンキンクイバーQ,Q′に対して，それら
に付随するクラスター代数A(Q)とA(Q′)はK 代数として同型である。

定理 2.24より，ディンキンクイバーに付随するクラスター代数はクイバーの向き付けによらず，
また，定理 2.23(1)より，生成元と関係式による表示が与えられる。以下では，各ディンキンクイ
バーに対してその一つの向き付けと付随するクラスター代数の表示を与える。
例 2.25. 以下，イデアル I を I = (XiYi − fi | i = 1, 2, . . . , n)とする。

• An型の場合：

1 2 3 4 · · · n− 1 n

以下のような同型が成り立つ。

A(An) ∼= K[X1, X2, . . . , Xn, Y1, Y2, . . . , Yn]/I

ただし fiは

fi :=


1 +X2 (i = 1)

Xi−2 +Xi+1 (i = 2, 3, . . . , n− 1)

1 +Xn−1 (i = n)

である。
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• Dn 型の場合：
n

1 2 3 · · · n− 2

n−1

以下のような同型が成り立つ。

A(Dn) ∼= K[X1, X2, . . . , Xn, Y1, Y2, . . . , Yn]/I,

ただし fiは

fi :=



1 +X2 (i = 1)

Xi−1 +Xi+1 (i = 2, 3, . . . , n− 3)

Xn−3 +Xn−1Xn (i = n− 2)

1 +Xn−2 (i = n− 1, n)

である。

• E6型の場合：
6

1 2 3 4 5

以下の同型が成り立つ。

A(E6) ∼= K[X1, X2, . . . , X6, Y1, Y2, . . . , Y6]/I

ただし fiは

fi :=



1 +X2 (i = 1)

X1 +X3 (i = 2)

X2 +X4X6 (i = 3)

X3 +X5 (i = 4)

1 +X4 (i = 5)

1 +X3 (i = 6)

である。

• E7型の場合：
7

1 2 3 4 5 6

このとき以下の同型が成り立つ。

A(E7) ∼= K[X1, X2, . . . , X7, Y1, Y2, . . . , Y7]/I
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ただし fiは

fi :=



1 +X2 (i = 1)

X1 +X3 (i = 2)

X2 +X4X7 (i = 3)

X3 +X5 (i = 4)

X4 +X6 (i = 5)

1 +X5 (i = 6)

1 +X3 (i = 7)

である。

• E8型の場合：

8

1 2 3 4 5 6 7

このとき以下の同型が成り立つ。

A(E8) ∼= K[X1, X2, . . . , X8, Y1, Y2, . . . , Y8]/I

ただし fiは

fi :=



1 +X2 (i = 1)

X1 +X3 (i = 2)

X2 +X4X8 (i = 3)

X3 +X5 (i = 4)

X4 +X6 (i = 5)

X5 +X7 (i = 6)

1 +X6 (i = 7)

1 +X3 (i = 8)

である。

定理 2.24によりクラスター代数はディンキンクイバーの向き付けに依存しないので，以降は各
ディンキンクイバーを例 2.25で示した形に固定して議論する。次章では，ディンキンクイバーに
付随するクラスター代数のUFD性とそのネーター正規化について考察する。
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第 3章

可換環論的性質に関する考察

本章ではクラスター代数の可換環論的性質について考察する。特に UFD性とネーター正規化
を主眼に議論する。特に本章以降の議論は，クラスター代数の基礎的事項およびその考え方を参
考にしている。詳細については [10, 14]を参照されたい。
以下，K を標数 0の体もしくは Zとする。

3.1節 クラスター代数の一意分解性について

この節では，ディンキンクイバーに付随するクラスター代数の UFD性について，[10]の結果
を紹介する。

Geiss–Leclerc–Schröer [8]によって，クラスター代数の環構造について以下の結果が示されて
いる。
定理 3.1 ([8, Theorem 1.3]). (Q,x)を種とする。このとき以下が成り立つ。

(1) A(Q,x)× = K×

(2) A(Q,x)に含まれる任意のクラスター変数は既約元である。
定理 3.2 ([8, Proposition 6.1]). fi = fj を満たす 2つの異なる頂点 i, jが存在するならば，A(Q,x)

はUFDではない。

定理 3.2より次の系が言える。
系 3.3. A3, Dn型ディンキンクイバーのクラスター代数はUFDではない。

証明. A3型について：交換多項式 f1, f3は f1 = 1 + x2 = f3 ∈ K[x1, x2, x3]を満たし，互いに素
ではない。従って，定理 3.2により，A(A3)はUFDではない。
Dn型について：交換多項式 fn−1, fnは fn−1 = fn = 1+xn−2 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]を満たし，か

つ互いに素ではない。ここで再び定理 3.2を用いることにより，A(Dn)は UFDではないことが
分かる。

[8]の結果はクラスター代数の UFD性の必要条件を与えるものであり，例 3.3以外のディンキ
ンクイバーのUFD性を判定することはできない。一方で，[10]はUFD性の十分条件を与え，そ
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れを用いてすべてのディンキンクイバーに付随するクラスター代数の UFD性を決定した。以下
では [10]による結果を紹介する。
これより次の設定で議論する。

設定 3.4. 以下,初期種 (Q,x)，交換多項式 fiについて次を仮定する。

• (Q,x)は非輪状である。

• (Q,x)は互いに素である。

• f1, f2, . . . , fnは全てK 上で既約である。

An型（n ̸= 3），E6, E7, E8型のディンキンクイバーの場合はこれらの条件が満たされる。ま
た，任意の i ∈ {1, 2, . . . , n}について

R := K[x1, x2, . . . , xn]

Ri := K[x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn]

Ii := (xi, fi) ⊆ K[x1, x2, . . . , xn]

と定義する。ここで，fi ∈ Riであることに注意する。以下の補題を示す。
補題3.5. i ∈ {1, 2, . . . , n}とし，aiを0以上の整数とする。また，Rの元PをP =

∑∞
k=0 Pk x

k
i (Pk ∈

Ri)と書く。このとき，P ∈ Iaii と，任意の k ≦ aiに対して，Pk | fai−k
i が成り立つことは同値で

ある。

証明. P が Iaii に含まれていると仮定する。定義により，P =
∑ai

r=0Arx
r
i f

ai−r
i を満たす R の

元 Ar が存在する。また，各 r に対して Ar =
∑∞

s=0Arsx
s
i (Ars ∈ Ri) と表す。すると，P は∑

r,sArsx
r+s
i fai−r

i と表されるので

Pk =
∑

r+s=k

Arsf
ai−r
i

となり，fai−k
i で割り切れる。以上の議論から，P ∈ Iaii であるならば，Pk | fai−k

i (∀k ≦ ai)で
あることが示された。一方で，後者の条件から前者が従うことは，fai−k

i xki ∈ Iaii より直ちに分か
る。

ここで次の補題を示す前に新たに記号を導入する。
定義 3.6. P ∈ Rとする。

(1) P を xiの多項式で表したときの xki の係数を [xki ]P と書く。

(2) P ∈ Imi \ I
m+1
i を満たすmが唯 1つ存在するので，それをmi(P )と書く。また，m(P ) =

(m1(P ),m2(P ), . . . ,mn(P ))とおき，単項式M(P )をM(P ) = xm(P ) =
∏n

i=1 x
mi(P )
i と定

義する。

それでは次の 2つの補題を示す。
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補題 3.7. i, jを異なる頂点する。このとき，fi, xi /∈ Ij である。

証明. iと j の間に一本以上の矢があると仮定する。すると，一方のみが xj によって割られるよ
うな単項式Mi,M

′
i が存在し，fi = Mi +M ′

i が成立する。従って [x0j ]fiはMiもしくはM ′
i となる

ため，fiでは割り切れない。また，補題 3.5を aj = 1, P = fiとして用いれば fi /∈ Ij が分かる。
次に iと jが連結していないと仮定する。fiを構成する 2つの単項式のいずれも xj を割り切らな
いので [x0j ]fi = fiが導かれる。fi, fj は互いに素であるため, fj ∤ fi。ここで再び補題 3.5を用い
ることにより, fi /∈ Ij が従う。
次に xi /∈ Ij を示す。補題 3.5の主張における P として xi をとれば，P0 = P1 = 1となる。

f1−0
j = fj は P0 = 1を割らないため，補題 3.5を用いれば, xi /∈ Ij が導かれる。
以上より題意は示された。

補題 3.8. i ∈ {1, 2, . . . , n}とし，aiを 0以上の整数とする。また，P,Q ∈ Rが PQ ∈ Iaii を満た
すとする。このとき，P ∈ Ibii かつQ ∈ Iai−bi

i を満たす 0 ≦ bi ≦ aiが存在する。

証明. P ∈ Iki を満たす最大の自然数 k と Q ∈ I li を満たす最大の自然数 l を取る。このとき，
k + l ≧ aiを示せばよい。実際，ai < kのとき ai − l ≦ bi ≦ aiを満たす biを取れば良く，ai ≧ k

かつ k+ l ≧ aiのときは，ai − l ≦ bi ≦ kを満たす biを取れば良い。k+ l+ 1 ≦ aiと仮定して矛
盾を導く。Iki の元 P は，

P =
k∑

r=0

Ar x
r
i f

k−r
i (Ar ∈ R)

と書ける。同様に，
Q =

l∑
t=0

Bt x
t
i f

l−t
i (Bt ∈ R)

と書ける。ここで，Ar, Btはそれぞれ Riの元 Ars, Btuを用いて
∑∞

s=0Arsx
s
i ,
∑∞

u=0 Btu x
u
i と表

せる。従ってその積は

PQ =
∑

0≦r≦k, 0≦t≦l
s,u≧0

ArsBtu x
r+s+t+u
i f k+l−r−t

i

=
∑

0≦r≦k, 0≦t≦l

Ar0Bt0 x
r+t
i fk+l−r−t

i +
∑

0≦r≦k, 0≦t≦l
s+u≧1

ArsBtu x
r+s+t+u
i fk+l−r−t

i (3.1)

となる。s + u ≧ 1である限り，x r+s+t+u
i f k+l−r−t

i ∈ Ik+l+1
i なので，(3.1)の第 2項目は Ik+l+1

i

の元である。また，PQ ∈ Iaii ⊆ Ik+l+1
i であるから，∑

0≦r≦k, 0≦t≦l

Ar0Bt0x
r+t
i fk+l−r−t

i ∈ Ik+l+1
i

が従う。よって，補題 3.5を用いると任意の 0 ≦ N ≦ k + lに対して，

fi|
∑

r+t=N

Ar0Bt0

が成り立つ。



徳島大学大学院創成科学研究科
理工学専攻数理科学コース 第 3章 可換環論的性質に関する考察 19

ここで任意の 0 ≦ r ≦ kに対して fi | Ar0が成り立つか，もしくは任意の 0 ≦ t ≦ lに対して
fi | Bt0が成り立つことを背理法で示す。fi ∤ Ar0となる rが存在し，かつ fi ∤ Bt0となる tが存
在すると仮定する。このような rのうち最小の数を r0とし，同様にこのような tのうち最小の数
を t0とおく。このとき，N = r0 + t0とすると∑
r+t=N

Ar0Bt0 = A00Br0+t0,0+ · · ·+Ar0−1,0Bt0+1,0+Ar00Bt00+Ar0+1,0Bt0−1,0+ · · ·+Ar0+t0,0B00

となる。ここで，r0 と t0 の取り方より，A00, . . . , Ar0−1,0, B00, . . . , Bt0−1,0 は fi で割り切れ，一
方で，Ar00Bt00は fiで割り切れない。これは，fi |

∑
r+t=N Ar0Bt0に矛盾する。従って，任意の

0 ≦ r ≦ kに対して fi | Ar0が成り立つか, もしくは任意の 0 ≦ t ≦ lに対して fi | Bt0が成り立
つ。任意の 0 ≦ r ≦ kに対して fi | Ar0が成り立つとする。このとき次が成り立つ。

P =
∑

0≦r≦k,s≧0

Arsx
r+s
i fk−r

i =
∑

0≦r≦k

Ar0x
r
i f

k−r
i +

∑
0≦r≦k,s≧1

Arsx
r+s
i fk−r

i ∈ Ik+1
i

これは kの最大性に矛盾する。同様に，任意の 0 ≦ t ≦ lに対して fi | Bt0が成り立つとすると，
Q ∈ I l+1

i となるが，これは lの最大性に矛盾する。
従って，最初の仮定 k + l + 1 ≦ aiは誤りである。よって，k + l ≧ aiが成り立つ。

補題 3.9. 任意の i ∈ {1, 2, . . . , n}と 1以上の整数 aiに関して，Iaii は準素イデアルである。また，√
Iaii = Iiが成り立つため，Iiは素イデアルである。

証明. P,Q ∈ Rが PQ ∈ Iaii かつ P /∈ Iaii を満たすとする。補題 3.8より P ∈ Ibii かつQ ∈ Iai−bi
i

を満たす 0以上 ai以下の整数 biが存在する。bi = aiだと仮定に反するので bi < aiである。よっ
て，Iai−bi

i は Iiに含まれるので，Q ∈ Ii =
√
Iaii である。以上より，

√
Iaii が Iiの準素イデアル

であることが示された。

環Rのイデアル I, J が I + J = Rを満たすとき，I, J は互いに素であるという。また，I, J が
互いに素ならば次が成り立つ。

(1) 任意の 1以上の整数 a, bに関して，Iaと Jbが互いに素である。

(2) I ∩ J = IJ が成り立つ。

イデアル Iiと Ij が互いに素であるかどうかは，クイバーの構造と関係がある。
補題 3.10. i ∈ {1, 2, . . . , n}が sinkもしくは sourceであるとする。このとき，iが jと隣接してい
る場合，Iiと Ij は互いに素である。

証明. sink, sourceの定義より fi = 1 + Mi を満たす単項式Mi が存在する。iと j の隣接性より
Miは xj を因数にもつ。よって Ij の定義よりMi ∈ Ij である。従って，1 = fi −Mi ∈ Ii + Ij と
なるため，Iiと Ij は互いに素である。

注意 3.11. クラスター代数A(Q,x)は以下の和集合と等しい。

A(Q,x) =
⋃

a∈Nn

{
P

xa

∣∣∣∣ P ∈ Ia11 · · · I
an
n

}
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実際， P
xa を右辺の集合から取ったとき，P ∈ Ia11 · I

a2
2 · · · Iann なので，

P =
∑
b≦a

gbx
a−bfb (gb ∈ R)

となり，　
P

xa
=

∑
b≦a

gb
fb

xb
=

∑
b≦a

gbx
′b ∈ L(Q,x)

を得る。従って，右辺はL(Q,x)に含まれる。一方で，x′i = x−1
i fiであるから，a = ei, P = fiと

すれば右辺に x′iが含まれることが分かる。よって，L(Q,x)は右辺に含まれる。従って，

L (Q,x) =
⋃

a∈Nn

{
P

xa

∣∣∣∣ P ∈ Ia11 · I
a2
2 · · · I

an
n

}
である。定理 2.23(2)より，A(Q,x)は下限 L (Q,x)と等しいので，上の等号が示された。
条件 3.12 ([10, Conjecture 3.10]). 任意の a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Nnに対して，

Ia11 · I
a2
2 · · · I

an
n = Ia11 ∩ Ia22 ∩ · · · ∩ Iann

が成り立つ。

この条件はいつも成り立つとは限らないことには注意が必要である。以下がその一例である。
例 3.13. A3型クラスター代数A (Q,x)において条件 3.12は成り立たない。実際それぞれのイデア
ルは，I1 = (x1, x2+x3), I2 = (x2, x3+x1), I3 = (x3, x1+x2)であるため，x1+x2+x3 ∈ I1∩I2∩I3
が成り立つ。一方，x1 + x2 + x3 /∈ I1I2I3が成り立つため，I1 · I2 · I3と I1 ∩ I2 ∩ I3は異なるイ
デアルである。

後ほど見るが，この主張はA(Q,x)がUFDであることを導く。従って，条件 3.12を満たす場合
について考察することがこの節の肝心な部分である。ここで簡単のために，次の記号を導入する。

• ai ≧ bi (1 ≦ ∀i ≦ n)が成り立つとき, a ≧ bと書く。

• xa := xa11 · x
a2
2 . . . · xann

• fa := fa1
1 · f

a2
2 . . . · fan

n

• x′a := x′1
a1 · x′2

a2 . . . · x′n
an

(
= fa

xa

)
• Ia := Ia11 · I

a2
2 . . . · Iann (= (xa−bfb | b ≦ a))

注意 3.14. 条件 3.12が正しいと仮定すると，注意 3.11における和集合は次の形に書き直される。

A(Q,x) =
⋃

a∈Nn

{
P

xa

∣∣∣∣ P ∈ Ia11 ∩ Ia22 ∩ · · · ∩ Iann

}

ここで，右辺の集合から P
xa を取る。ai ̸= 0かつ P = xiP

′ とする。このとき，xiP
′ ∈ I

aj
j であ

るので，補題 3.8より，xi ∈ I
bj
j かつ P ′ ∈ I

aj−bj
j を満たす 0 ≦ bj ≦ aj が存在する。j ̸= iの
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とき，補題 3.7より，bj = 0となり，P ′ ∈ I
aj
j である。 一方で，xi /∈ I2i より，bi ≦ 1となり，

P ′ ∈ Ibii ⊆ Iai−1
i である。以上の議論より，

P

xa
=

P ′

xa−ei
かつ P ′ ∈ Ia11 ∩ · · · ∩ Iai−1

i ∩ · · · ∩ Iann

となる。同様の操作を繰り返すことで，A(Q,x)の元は
P

xa
(P ∈ Ia11 ∩ Ia22 ∩ . . . ∩ Iann かつ xi ∤ P (ai ̸= 0))

と表せる。従って，a ∈ Nnに対し，

S(a) = {P ∈ Ia11 ∩ Ia22 ∩ . . . ∩ Iann | xi ∤ P (ai ̸= 0) } （特にR = S(0)である。）

と定めると，
A(Q,x) =

⋃
a∈Nn

S(a)

xa
(3.2)

が成り立つ。

これまでの注意，補題を用いて以下の定理を示す。
定理 3.15. 条件 3.12が成り立つと仮定する。このとき，クラスター代数A(Q,x)はUFDである。
さらに，A(Q,x)の既約元全体の集合は

Irr(A(Q,x)) = {λxi | 1 ≤ i ≤ n, λ ∈ K×} ∪

 P

M(P )

∣∣∣∣∣∣∣
P ∈ R \

n⋃
i=1

K×xi,

P は既約

 (3.3)

で与えられる。

証明. まずいくつかの主張を示す。
主張 1. P

xa (P ∈ S(a))が可逆であることと，P ∈ K×は同値である

主張 1の証明. P
xa ∈ A(Q,x)× = K×と仮定すると，P = cxaを満たす c ∈ K×が存在する。従っ

て，もし ai ̸= 0である iが存在するならば，xi | P となるがこれは P ∈ S(a)に矛盾する。よって
a = 0であり，P ∈ K×を得る。
逆に関しては，P ∈ K×とすると，xa

P ∈ A(Q,x)よりすぐに分かる。

主張 2. a,b ∈ Nnとする。xb ∈ S(a)のとき，a = 0である。

主張 2の証明. ai ̸= 0を満たす iが存在すると仮定して矛盾を導く。S(a)の定義と xb ∈ S(a)よ
り，xiは xbを割らない。よって bi = 0である。一方，xb ∈ S(a)より xb ∈ Iaii ⊆ Iiが従う。こ
の事実と補題 3.7より，任意の j ̸= iに対して bi > 0となる。これは bi = 0に矛盾する。よって
任意の iに関して ai = 0となるため，a = 0である。

主張 3. xiQ ∈ S(a)のとき，Q ∈ S(a)となる。
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主張 3の証明. S(a)の定義から ai = 0である。xiQ ∈ I
aj
j と補題 3.8より xi ∈ I

bj
j かつQ ∈ I

aj−bj
j

を満たす 0 ≦ bj ≦ aj が存在する。j ̸= iのとき，bj ̸= 0とすると，xi ∈ Ij となり矛盾するので，
任意の j ̸= iに関して，bj = 0。よって，Q ∈ I

aj
j である。従って，Q ∈ S(a)である（j ̸= iのと

き，xj | Q⇔ xj | xiQ）。

主張 4. P ∈ S(a)を既約多項式で，P ̸= λxi (∀i = 1, 2, . . . , n, ∀λ ∈ K×)とする。任意の a′ > a

に対して P /∈ S(a′)が成り立つことと，a = m(P )が成り立つことは同値である。

主張 4の証明. 任意の a′ > aに対して P /∈ S(a′)が成り立つことを仮定する。ここで，

a′ = (a1, a2, . . . , ai−1, ai + 1, ai+1, . . . , an)

とおく。xi ∤ P (1 ≦ ∀i ≦ n)より，P /∈ S(a′)である。よって，P /∈ Iai+1
i が従う。一方，P ∈ Iaii

であるから，P ∈ Iaii \ I
ai+1
i が成り立つ。mi(P )の定義より，ai = mi(P )である。

逆に，a = m(P )と仮定する。a′ > aかつ P ∈ S(a′)となる a′が存在すると仮定する。a′i > ai

のとき，ai = mi(P )なので，a′i ≧ mi(P ) + 1である。従って，P ∈ I
a′i
i ⊆ I

mi(P )+1
i となる。これ

はmi(P )の取り方に矛盾する。以上より逆が示された。

では証明の本題に入る。初めに，A(Q,x)から既約元 P
xa (P ∈ S(a))をとり，これが式 (3.3)の

右辺の集合に入ることを示す。まず，P が既約でないと仮定して矛盾を導く。以下の 2つの場合
を考える。

(1) P = xiQを満たす iとQ ∈ Rが存在する。

(2) P は任意の iにおいて，xiで割り切れない。

(1)の場合，主張 3から Q ∈ S(a)である。P が可約なので Q ∈ R \ K× であり，主張 1から
Q
xa /∈ K×が従うので， P

xa は 2つの可逆ではない元 Q
xa , xiの積である。これは， P

xa ∈ Irr(A(Q,x))

に矛盾する。
次に (2)について議論する。P が既約ではないので，P = FGを満たす，R \ K× の元 F,G

が存在する。このとき，F ∈ S(b), G ∈ S(c) (b + c = a)である Nn の元 b, cが存在する。実
際，補題 3.8より，F ∈ Ibii , G ∈ Icii を満たす 0 ≦ bi ≦ ai が存在する（bi + ci = ai）。従って，
b := (b1, b2, . . . , bn), c := (c1, c2, . . . , cn)とおけば，(2)の条件より，任意の iに関して xi ∤ F,Gを
満たすので，F ∈ S(b), G ∈ S(c)を得る。よって

P

xa
=

F

xb
· G
xc

(F ∈ S(b), G ∈ S(c))

と書けるが，F,G ∈ R \K×なので，主張 1より， P
xa は 2つの可逆ではないA(Q,x)の元の積と

なる。
以上より，P が可約であると仮定すると，(1), (2)のいずれの場合も P

xa は既約にはならず， P
xa

の取り方に矛盾する。よって P は既約である。
P = λxi (λ ∈ K×)のとき，主張 2より a = 0となるので， P

xa は式 (3.3)の右辺の集合に含まれ
る。次に P ̸= λxi (∀i = 1, 2, . . . , n, ∀λ ∈ K×)のとき，xa = M(P )を示す。上の議論より，P は
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R上で既約である。また，任意の a′ > aを満たす a′に関してP /∈ S(a′)である。実際，P ∈ S(a′)

である a′ > aが存在すると仮定すると，
P

xa
=

P

xa′ · xa′−a

を得る。今，P は可逆でなく，a′ − a > 0なので， P
xa′ , x

a′−aのいずれも可逆ではない。これは
P
xa の既約性に矛盾。従って，主張 2より xa = M(P )となるため， P

xa = P
M(P ) が導かれる。

以上の議論から，Irr(A(Q,x))は式 (3.3)の右辺の集合に含まれることが示された。
ここから逆の包含を示す。まず定理 3.1より任意の初期クラスター変数は既約元である。従っ

て，あとは P
M(P ) (P : 既約元)が可逆でないとして，既約であることを示せば良い。今，P は既約

元で，かつ P ̸= λxi (∀i = 1, 2, . . . , n, ∀λ ∈ K×)なので，任意の iに関して xi | P である。よっ
て，a = m(P )とすると，P ∈ S(a)を満たす。この上で，

P

xa
=

F

xb
· G
xc

(F ∈ S(b), G ∈ S(c))

と表されたとする。F = xdF ′, G = xeG′ (F ′, G′はどの xiでも割り切れない)と表すと,

P

xa
=

xdF ′

xb
· x

eG′

xc

になり，両辺の分母を払うと，xb+cP = xa+d+eF ′G′ となる。Rは UFDなので，b + c = a +

d + e, P = F ′G′を得る。P は既約なので，F ′ ∈ K×もしくはG′ ∈ K×である。F ′ ∈ K×とす
る。このとき，xd = F ′−1F ∈ S(b)が成り立つので，主張 2より，b = 0となる。一方で主張 3

より，G′ ∈ S(c)となり，a = m(P ) = m(G′) ≧ cを得る。以上のことより，d = e = 0となり，
F
xb = F ′は可逆である。G′ ∈ K×の場合も同様に, G

xc は可逆となる。よって， P
xa はA(Q,x)の既

約元となる。
最後にUFD性について述べる（A(Q,x)のネーター性により既約分解の存在が従う）。A(Q,x)

の元の 2通りの既約分解

xa · P1

M(P1)
· P2

M(P2)
. . . · Pr

M(Pr)
= xb · Q1

M(Q1)
· Q2

M(Q2)
. . . · Qs

M(Qs)

(Pi, Qjは既約多項式で，どの xkでも割り切れない)

を考える。両辺の分母を払って Rの UFD性を使えば，A(Q,x)における既約分解の一意性が分
かる。以上で題意は示された。

この定理より，条件 3.12が成り立つ場合，クラスター代数はUFDとなる。An型（n ̸= 3），En

型（n = 6, 7, 8）のディンキンクイバーについて条件 3.12を確かめることで，以下の結果を得る。
系 3.16 ([10, Section 4]). ディンキンクイバーに対するクラスター代数の UFD性は以下のように
なる。

ディンキン型 UFD not UFD

A型 An (n ̸= 3) A3

D型 — Dn (n ≧ 4)

E 型 En (n = 6, 7, 8) —
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注意 3.17. [10]の結果は [7]において更に拡張されている。そこでは，クラスター代数がKrull環
であることが示され，その因子類群の階数が決定されている。

3.2節 クラスター代数のネーター正規化

この節では，An型ディンキンクイバーに付随するクラスター代数のネーター正規化を明示的に
与え，それを用いてAn型のクラスター代数の Krull次元を決定する。
例 1.8と例 2.25より，A2型，A3型クイバーに付随するクラスター代数のネーター正規化は以

下のように与えられている。

K[x1 − x′1, x2 − x′2] ⊆ A(A2)

K[x1 − x′1, x2 − x′2, x3 − x′3] ⊆ A(A3)

この結果は一般のAn型に対して以下のように自然に拡張される。
定理 3.18. An型のディンキン図形に関するクラスター代数A(An)の部分代数

K[x1 − x′1, x2 − x′2, . . . .xn − x′n]

は, A(An)のネーター正規化である。ここで，x′i = µi(x)i = x−1
i fiである。

まずは x1 − x′1, x2 − x′2, . . . , xn − x′nの代数独立性を示す。
補題 3.19. An型のディンキンクイバーに付随するクラスター代数A(An)において，

x1 − x′1, x2 − x′2, . . . , xn − x′n

はK 上代数的に独立である。

証明. K が標数 0の体の場合で考えれば良い。定義より x′iは以下のように書ける。

x′i =
fi
xi

=



x2 + 1

x1
(i = 1)

xi−1 + xi+1

xi
(1 < i < n)

xn−1 + 1

xn
(i = n)

ここで，各 xi − x′iを giとおく。このとき，g1, . . . , gnのヤコビ行列は以下のようになる。

Jg1,...,gn =

(
∂gi
∂xj

)
=



1 + f1
x2
1
− 1

x1
0 · · · 0 0

− 1
x2

1 + f2
x2
2
− 1

x2
· · · 0 0

0 − 1
x3

1 + f3
x2
3
· · · 0 0

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 · · · 1 + fn−1

x2
n−1

− 1
xn−1

0 0 0 · · · − 1
xn

1 + fn
x2
n


(3.4)
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このヤコビアン

det(Jg1,...,gn) =
1

x1 · · ·xn
· det



x1 +
f1
x1

−1 0 · · · 0 0

−1 x2 +
f2
x2

−1 · · · 0 0

0 −1 x3 +
f3
x3
· · · 0 0

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 · · · xn−1 +
fn−1

xn−1
−1

0 0 0 · · · −1 xn + fn
xn



において，右辺を行列式の定義を用いて計算すると，
det(Jg1,...,gn) =

1

x1 · · ·xn
· {(x1 · · ·xn) + (n− 1次以下のローラン多項式)} ̸= 0

となる1。よって，ヤコビアン判定法 [9, 1, Theorem III, p. 135]より g1, . . . , gnはK上代数的に独
立である。

定理 3.18の証明. 以下，拡大の有限性を示す。定理 2.23(1)より，
A(An) ∼= A′ := K[X1, X2, . . . , Xn, Y1, Y2, . . . , Yn]/I

= K[x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn]

である。ただし，I = (XiYi − fi | i = 1, 2, . . . , n)であり，fiは

fi :=


1 +X2 (i = 1)

Xi−2 +Xi+1 (i = 2, 3, . . . , n− 1)

1 +Xn−1 (i = n)

である。従って，A′がK[x1 − y1, x2 − y2, . . . , xn − yn]上整であることを示せば良い。ここで，
x1y1 − x2 − 1 = 0

xiyi − xi−1 − xi+1 = 0 (i = 2, 3, . . . , n− 1)

xnyn − xn−1 − 1 = 0

(3.5)

が成り立つことに注意しておく。
A′の元 x

(i)
j (0 ≦ i, j ≦ n), y(i)j (0 ≦ i < j ≦ n)を次で定義する。

x
(i)
j :=


xj (i = 0)

x
(i−1)
j − y

(i−1)
j (i = j)

x
(i−1)
j (i ̸= j)

y
(i)
j :=

yj (i = 0)

y
(i−1)
j (i < j)

1三重対角行列の行列式の再帰公式

det(Jg1,...,gn) =

(
xn +

fn
xn

)
det(Jg1,...,gn−1)− det(Jg1,...,gn−2)

を用いても分かる。
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定義から，

x
(i)
j =

xj − yj (j ≦ i)

xj (i < j)

y
(i)
j = yj (i < j)

を得る。
ここで，i ≧ 0に対して，次の 2つの主張 (Ai)，(Bi)を考える。

(Ai) 多項式

F =
(
Y

(i)
i+1

)2i+1

+
2i+1∑
j=1

F
(i)
j ·

(
Y

(i)
i+1

)2i+1−j

F
(i)
j ∈ K[X

(i+1)
1 , . . . , X(i+1)

n ], degF
(i)
j ≦ j

が存在して，
F
(
x
(i+1)
1 , . . . , x(i+1)

n , y
(i)
i+1

)
= 0

を満たす。

(Bi) 多項式

G =
(
X

(i)
i+1Y

(i)
i+1

)2i
+

2i∑
j=1

G
(i)
j · (Y

(i)
i+1)

2i−j

G
(i)
j ∈ K[X

(i)
1 , . . . , X(i)

n ], degG
(i)
j ≦ 2i

が存在して，
G
(
x
(i)
1 , . . . , x(i)n , y

(i)
i+1

)
= 0

を満たす。

全ての iに対して，(Ai)が成り立つことが示されたとする。このとき (Ai)より，y(i)i+1がK[x
(i+1)
1 , . . . , x

(i+1)
n ]

上整となる。

• (A0)より，y
(0)
1 = y1 が K[x

(1)
1 , . . . , x

(1)
n ] = K[x1 − y1, x2, x3, . . . , xn]上整なので，A′ は

K[x1 − y1, x2, x3, . . . , xn, y2, . . . , yn]上整であることが従う。

• (A1)より，y
(1)
2 = y2がK[x

(2)
1 , . . . , x

(2)
n ] = K[x1− y1, x2− y2, x3, . . . xn]上整なので，A′は

K[x1 − y1, x2 − y2, x3, . . . , xn, y3, . . . , yn]上整であることが従う。

• (A2)より，y
(2)
3 = y3がK[x

(3)
1 , . . . , x

(3)
n ] = K[x1 − y1, x2 − y2, x3 − y3, x4, . . . xn]上整なの

で，A′はK[x1 − y1, x2 − y2, x3 − y3, x4, . . . , xn, y4, . . . , yn]上整であることが従う。

• これを繰り返すと，A′はK[x1 − y1, x2 − y2, x3 − y3, . . . , xn − yn]上整であることが従う。

任意の iについて，(Ai)が成り立つことを以下の 3つの主張に分けて証明する。
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(0) (B0)

(1) (Bi) =⇒ (Ai)

(2) (Ai) =⇒ (Bi+1)

(0) i = 0のとき，(3.5)よりG = X
(0)
1 Y

(0)
1 −X

(0)
2 − 1と取れば (B0)は成り立つ。

(1) (Bi)のような

G =
(
X

(i)
i+1Y

(i)
i+1

)2i
+

2i∑
j=1

G
(i)
j · (Y

(i)
i+1)

2i−j

が存在し， (
x
(i)
i+1y

(i)
i+1

)2i
+

2i∑
j=1

G
(i)
j (x

(i)
1 , . . . , x(i)n )(y

(i)
i+1)

2i−j = 0

と仮定する。x
(i+1)
i+1 = x

(i)
i+1 − y

(i)
i+1, x

(i+1)
j = x

(i)
j (j ̸= i)を用いると，

((x
(i+1)
i+1 +y

(i)
i+1)y

(i)
i+1)

2i+
2i∑
j=1

G
(i)
j (x

(i+1)
1 , . . . , x

(i+1)
i , x

(i+1)
i+1 +y

(i)
i+1, x

(i+1)
i+2 , . . . , x(i+1)

n ) (y
(i)
i+1)

2i−j = 0

となる。各項の (y
(i)
i+1)

2i+1−j の係数に現れる項を見る：

• 第 1項目に現れる項は，二項定理により

(x
(i+1)
i+1 )2

i−l(y
(i)
i+1)

l(y
(i)
i+1)

2i = (x
(i+1)
i+1 )2

i−l(y
(i)
i+1)

2i+l (0 ≦ l ≦ 2i)

の形で表される（定数係数は無視する）。2i + l = 2i+1 − jのとき，l = 2i − jである
から，(y

(i)
i+1)

2i+1−j の係数は (x
(i+1)
i+1 )j である。

• G
(i)
l (x

(i+1)
1 , . . . , x

(i+1)
i , x

(i+1)
i+1 + y

(i)
i+1, x

(i+1)
i+2 , . . . , x

(i+1)
n )(y

(i)
i+1)

2i−lに現れる項は

(x
(i+1)
1 )k1 · · · (x(i+1)

i )ki(x
(i+1)
i+1 )ki+1−t(y

(i)
i+1)

t(x
(i+1)
i+2 )ki+2 · · · (x(i+1)

n )kn(y
(i)
i+1)

2i−l

= (x
(i+1)
1 )k1 · · · (x(i+1)

i )ki(x
(i+1)
i+1 )ki+1−t(x

(i+1)
i+2 )ki+2 · · · (x(i+1)

n )kn(y
(i)
i+1)

2i−l+t

(k1 + k2 + · · ·+ kn = 2i, 0 ≦ t ≦ ki+1)

となる。2i − l + t = 2i+1 − jのとき，t = 2i − j + lとなる。(y
(i)
i+1)

2i+1−j の係数に現
れる x

(i+1)
j の個数は

k1 + · · ·+ kn − t = 2i − 2i + j − l = j − l ≦ j

である。

従って，(Ai)の条件を満たすような多項式 F が存在する。

(2) 次に (Ai)から (Bi+1)が導かれることを示す。i+ 2 = nの場合も同様なので，i+ 2 ≦ nの
場合を示す。
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(Ai)のような

F =
(
Y

(i)
i+1

)2i+1

+
2i+1∑
j=1

F
(i)
j ·

(
Y

(i)
i+1

)2i+1−j

が存在し， (
y
(i)
i+1

)2i+1

+

2i+1∑
j=1

F
(i)
j (x

(i+1)
1 , . . . , x(i+1)

n ) ·
(
y
(i)
i+1

)2i+1−j
= 0

と仮定する。(3.5)から,

x
(i+1)
i+2 y

(i+1)
i+2 − (x

(i+1)
i+1 + y

(i)
i+1)− x

(i+1)
i+3 = 0

となるので，
y
(i)
i+1 = x

(i+1)
i+2 y

(i+1)
i+2 − x

(i+1)
i+1 − x

(i+1)
i+3

を得る。これを代入して，

(x
(i+1)
i+2 y

(i+1)
i+2 − x

(i+1)
i+1 − x

(i+1)
i+3 )2

i+1
+

2i+1∑
j=0

f
(i)
j (x

(i+1)
i+2 y

(i+1)
i+2 − x

(i+1)
i+1 − x

(i+1)
i+3 )2

i+1−j = 0

を得る（ここで，F (i)
j (x

(i+1)
1 , . . . , x

(i+1)
n ) = f

(i)
j としている）。この各項において (y

(i+1)
i+2 )2

i+1−j

の係数に現れる項を見る：

• 第 1項目に現れる項を展開すると，

(x
(i+1)
i+2 )k1(y

(i+1)
i+2 )k1(x

(i+1)
i+1 )k2(x

(i+1)
i+3 )k3 = (x

(i+1)
i+2 )k1(x

(i+1)
i+1 )k2(x

(i+1)
i+3 )k3(y

(i+1)
i+2 )k1

(k1 + k2 + k3 = 2i+1)

という形で表されることが分かる（定数係数は無視する）。k1 = 2i+1 − j のとき，
(y

(i+1)
i+2 )2

i+1−j の係数に現れる項に，x
(i+1)
j は k1 + k2 + k3 = 2i+1個現れる。

• 次に，第 l項目に現れる式：f (i)
l · (x

(i+1)
i+2 y

(i+1)
i+2 −x

(i+1)
i+1 −x

(i+1)
i+3 )2

i+1−lを考える。上と同
様の議論により, (x(i+1)

i+2 y
(i+1)
i+2 − x

(i+1)
i+1 − x

(i+1)
i+3 )2

i+1−lにおいて (yi+1
i+2)

kの係数に現れる
項には x

(i+1)
j が (2i+1− l)個現れる。また，f

(i)
l の項には x

(i+1)
j には高々l個現れる。以

上の議論より，(y
(i+1)
i+2 )2

i+1−jの係数に現れる項には，x
(i+1)
j が高々(2i+1− l)+ l = 2i+1

個現れる。

従って，(Bi+1)の条件を満たすような多項式Gが存在する。

よって定理の主張が証明された。

この定理から以下の系が従う。
系 3.20. An型のディンキンクイバーに付随するクラスター代数A(An)の Krull次元は以下のよう
になる。

dim (A(An)) =


n (K が標数 0の体)

n+ 1 (K = Z)
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証明. 系 1.4, 1.7と定理 3.18より従う。

以下の予想を立てて本稿を終了する。
予想 3.21. ディンキンクイバーに付随するクラスター代数のネーター正規化は

K[x1 − x′1, x2 − x′2, . . . .xn − x′n]

で与えられる。

An型以外の場合に障害となるのは，次数 3の頂点 iにおける交換多項式 fiであり，fiの次数が
2となるので，An型の証明をそのまま適用することができない。しかし上の証明を適切に修正す
ることで一般のディンキンクイバーに対して予想 3.21を証明することができると考えられる。
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第 4章

結論

本稿では，ディンキンクイバーに付随するクラスター代数の UFD性について，Lampe [10]の
結果を紹介し，さらに An型ディンキンクイバーに付随するクラスター代数のネーター正規化を
与えた。いずれの結果も，クラスター代数の可換環論的な研究において基本的なものである。
今後の研究を出発点とし，今後はさらに深く可換環論的な性質の考察およびそのクラスター構

造との関係性を調べていきたい。例えば本研究の自然な拡張として，今回扱ったKrull次元のみな
らず，深度や余次元などの可換環論的な諸不変量を決定することが考えられる。これにより，ク
ラスター代数の可換環論的性質のうち，これまで十分に明らかにされていなかった部分を明確に
することが可能となる。さらに，Cohen-Macaulay性やGorenstein性といった可換環論において基
本的な性質を持つか調べていきたい。特に，これらがクラスター構造とどのように関連があるか
を考えることは今後の重要な課題である。表現論や代数幾何学においても重要な概念であるため，
クラスター代数の Cohen-Macaulay性を調べることは，今後の研究課題の一つである。
これらの研究は，本稿で得られた結果を基礎として，クラスター代数の可換環論的性質をさら

に体系的に解明することにつながると考えられる。従って本稿で得られた結果は，クラスター代
数を可換環として理解するための具体例を与えるものであり，今後の可換環論的研究に向けた出
発点となることが期待される。
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Abstract

In this paper, we first present an extension of the Noether normalization theorem from finitely generated
algebras over fields to finitely generated integral domain extensions over integral domains. We also review
the basic structure of cluster algebras defined by quivers and mutations, together with fundamental results
such as the Laurent phenomenon. Next, we investigate some commutative algebraic properties for cluster
algebras associated with Dynkin quiver, focusing on UFD property and Noether normalization. In this
direction we present criteria for UFD property and determine these for each Dynkin type due to Lampe.
Finally, we construct Noether normalizations for cluster algebras of typeAn by using the elements xi−x′i
and compute their Krull dimensions explicitly.
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