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約束事
• N,Z,Q,R,Cでそれぞれ自然数，整数，有理数，実数，複素数全体の集合を表す．また，自然数には 0

を含めることにする：N = {0, 1, 2, . . .}
• 集合 Aに対して #Aで Aの元の個数を表す．

1 可換環についての復習
この節では可換環について基本的なことを復習する．

1.1 アーベル群
まずは環および加群の理論の基礎となるアーベル群とその準同型写像について定義のみ簡単に復習して
おく．

定義 1.1. 集合M に加法

M ×M →M, (a, b) 7→ a+ b

が与えられていて以下の条件を満たすとき，M はアーベル群（abelian group）または加法群（additive

group）であるという：

(i)（加法の結合性）
任意の a, b, c ∈M に対して (a+ b) + c = a+ (b+ c)．

(ii)（加法単位元（=零元）の存在）
ある 0M ∈M で，任意の a ∈M に対して a+ 0M = 0M + a = aを満たすものが存在する．

(iii)（加法逆元の存在）
任意の a ∈M に対して，ある −a ∈M で a+ (−a) = (−a) + a = 0M を満たすものが存在する．

(iv)（加法の可換性）
任意の a, b ∈M に対して a+ b = b+ a．

零元 0M の添字M は省略することが多い．

定義 1.2. M,N をアーベル群とする．

(1) 写像 f :M → N が条件

任意の x, y ∈M に対して f(x+ y) = f(x) + f(y)

を満たすとき，f を（アーベル群の）準同型写像（homomorphism）という．
(2) 写像 f :M → N が条件
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(i) f は準同型写像．
(ii) ある準同型写像 g : N →M が存在して，g ◦ f = idM , f ◦ g = idN が成り立つ．

を満たすとき，f を（アーベル群の）同型写像（isomorphism）という．
以下が成り立つことは容易に分かる：

f が同型 ⇐⇒ f は準同型かつ全単射

1.2 環とイデアル

定義 1.3. 集合 Rに加法と乗法

R×R→ R, (a, b) 7→ a+ b

R×R→ R, (a, b) 7→ ab

が与えられていて以下の条件を満たすとき，Rは環（ring）であるという：

(i) Rは加法に関してアーベル群となる．
(ii)（乗法の結合性）
任意の a, b, c ∈ Rに対して (ab)c = a(bc)．

(iii)（分配法則）
任意の a, b, c ∈ Rに対して a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc．

(iv)（乗法単位元（=単位元）の存在）
ある 1R ∈ Rで，任意の a ∈ Rに対して 1Ra = a1R = aを満たすものが存在する．

さらに次の条件を満たすとき，Rは可換環（commutative ring）であるという：

(v)（乗法の可換性）
任意の a, b ∈ Rに対して ab = ba．

単位元 1R の添字 Rは省略することが多い．

注意. 環 Rの任意の元 aに対して，分配法則より

a · 0 = a(0 + 0) = a · 0 + a · 0

となり，a · 0 = 0が従う．
従って 1 = 0のとき，任意の a ∈ Rに対して a = a1 = a0 = 0となるので，R = {0}が成り立つ．この
とき，Rは零環（zero ring）と呼ばれる．
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例 1.4. (1) 整数の集合 Z，有理数の集合 Q，実数の集合 R，複素数の集合 Cは通常の加法，乗法で可
換環となる．

(2) x1, x2, . . . , xn を変数とし，実数を係数とする多項式の集合 R[x1, x2, . . . , xn] は多項式の加法，
乗法で可換環となる．同様に，x1, x2, . . . , xn を変数とし，複素数を係数とする多項式の集合
C[x1, x2, . . . , xn]は多項式の加法，乗法で可換環となる．

(3) 実数を成分に持つ n次正方行列の集合Mn(R)や複素数を成分に持つ n次正方行列の集合Mn(C)は
行列の加法，乗法で環となる．n ≥ 2かつ Rが零環でないとき，これらは可換環ではない．

この講義では，特に断らない限り環と言ったら零環でない（1 6= 0）可換環を意味することにする．

定義 1.5. (1) Rを環とする．Rの元 aが可逆元（invertible element）であるとは，ab = 1となる
ような bが存在するときに言う．このとき bを aの逆元といい，a−1 と表す．

(2) 環 Rが体（field）であるとは，Rの任意の 0でない元が可逆元であるときにいう．
(3) 環 R が整域（integral domain）であるとは，「R の任意の 0でない元 a, b に対して ab = 0 =⇒

a = 0 or b = 0 」が成り立つときにいう．

例 1.6. (1) 体 ⇒ 整域 ⇒ 環
(2) Q,R,Cは体であり，Zは体でない整域である．
(3) R[x1, x2, . . . , xn],C[x1, x2, . . . , xn]は整域である．

定義 1.7. Rを環とする．Rの部分集合 S が条件：

(i) 1 ∈ S
(ii) 任意の a, b ∈ S に対して a− b ∈ S．
(iii) 任意の a, b ∈ S に対して ab ∈ S．

を満たすとき，S を Rの部分環（subring）という．
このとき，S は Rと同じ加法，乗法で環となる．

例 1.8. (1) Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C：部分環
(2) Z[

√
−5] := {m+ n

√
−5 | m,n ∈ Z}は Cの部分環となる．

(3) 2Zは Zの部分環ではない（(ii)(iii)を満たすが (i)は満たさない）．

定義 1.9. Rを環とする．Rの部分集合 I が条件：

(i) 0 ∈ I
(ii) 任意の a, b ∈ I に対して a+ b ∈ I．
(iii) 任意の a ∈ R, b ∈ I に対して ab ∈ I．
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を満たすとき，I を Rのイデアル（ideal）という．

注意. (iii)より任意の a ∈ I に対して −a = (−1)a ∈ I となるので，(i)(ii)と合わせればイデアル I は
Rの（アーベル群としての）部分群である．

例 1.10. (1) {0}, Rは Rのイデアルとなる．これらを自明なイデアルという．
(2) Rの部分集合 {xλ}λ∈Λ に対して，Rの部分集合

∑
λ∈Λ

Rxλ :=

{∑
λ∈Λ

aλxλ

∣∣∣∣∣ aλ は Rの元で，有限個の λ ∈ Λを除いて aλ = 0R

}

は Rのイデアルとなる．これを {xλ}λ∈Λ で生成されるイデアルといい，

(xλ | λ ∈ Λ)

とも書く．この定義の∑λ∈Λ aλxλ は無限個の元の和に見えるが，有限個の項を除いて 0R なので有
限個の 0でない項のみを足したものになっている．
{xλ}λ∈Λ が有限集合 {x1, x2, . . . , xn}のとき，(xλ | λ ∈ Λ)を (x1, x2, . . . , xn)と表す．このとき，

(x1, x2, . . . , xn) :=

{
n∑

i=1

aixi

∣∣∣∣∣ a1, a2, . . . , an ∈ R
}

が成り立つ．
(3) 体のイデアルは自明なイデアルのみである．
(4) Zのイデアルは全て

(n) = nZ := {nk | k ∈ Z} (n ∈ Z)

の形をしている．
(5) Fを体とする（例えば F = R or C）．このとき，F[x]のイデアルは全て

(f) = fF[x] := {fg | g ∈ F[x]} (f ∈ F[x])

の形をしている．

定義 1.11. 整域 R の全てのイデアルが (a) (a ∈ R) の形をしているとき，R を単項イデアル整域
（principal ideal domain: PID）という．

例 1.12. (1) 体は PIDである．
(2) Zは PIDである．
(3) 体 Fに対して， F[x]は PIDである．
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1.3 環上の行列の線型代数
ここでは環上の行列について，今後用いるものを証明抜きでまとめる．証明は線型代数学の対応する事実と
全く同様なので各自確かめてみると良い（一応 [3]の 2.1, 2.2節に書いてある）．

Rを環とする．R上のm× n行列 Aとは，Rの元をm行，n列に並べたものである：

A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


このとき，体の元を成分に持つ行列と同様に積，和を定義することができる．

定義 1.13. R 上の n 次正方行列 A が正則行列であるとは，ある R 上の n 次正方行列 B が存在して
AB = BA = En を満たすときに言う（En は単位行列）．このとき，B を Aの逆行列と言い，A−1 と
表す．

定義 1.14. R上の n次正方行列 A = (aij)1≤i,j≤n を考える．

(1) Aの行列式を
det(A) :=

∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

で定義する．
(2) Aの余因子行列 Ã = (ãij)1≤i,j≤n を，その (i, j)成分を

ãij := (−1)i+j det(Aji)

(Aji は Aから第 j 行と第 i列を取り除いた n− 1次正方行列)

とすることで定義する．

命題 1.15. R上の n次正方行列 A = (aij)1≤i,j≤n を考える．このとき，

ÃA = AÃ = det(A)En

が成り立つ．
特に，

Aが正則行列 ⇐⇒ det(A)が Rの可逆元

が成り立ち，このとき Aの逆行列は
A−1 = det(A)−1Ã

で与えられる．
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定義 1.16. Aを R上のm×n行列とする．このとき，Aの行（列）基本変形とは，以下の操作である：

• Aの二つの行（列）を入れ替える．
• Aのある行（列）に Rの可逆元を掛ける．
• Aのある行（列）に Rの元を掛けて別の行（列）に加える．

定義 1.17. 以下の n次正方行列を基本行列と呼ぶ：

• Pn(i, j)：n次単位行列の第 i列と第 j 列を入れ替えたもの
• Qn(i; r)：n次単位行列の (i, i)成分を r に取り替えたもの（r は Rの可逆元）
• Rn(i, j; r)：n次単位行列の (i, j)成分を r に取り替えたもの（i 6= j かつ r は Rの元）

これらは全て正則行列である．

命題 1.18. Aを R上のm× n行列とする．このとき，以下が成り立つ：

• Aの第 i行（列）と第 j 行（列）の行を入れ替える
⇐⇒ Aに左（右）から Pn(i, j)を掛ける

• Aの第 i行（列）に Rの可逆元 r を掛ける
⇐⇒ Aに左（右）から Qn(i; r)を掛ける

• Aの第 i行（列）に Rの元 r を掛けて第 j 行（列）に加える（i 6= j）
⇐⇒ Aに左（右）から Rn(i; r)を掛ける

従って，行列 Aに基本変形を施して B にできるとき，ある正則行列 P,Qを用いて

B = PAQ

と表せる．
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2 環上の加群の基礎
以下，この節では Rを環とする．

2.1 加群と部分加群

定義 2.1. アーベル群M に R作用

R×M →M, (a, x) 7→ ax

が与えられて以下の条件を満たすとき，M を R加群（R-module）という：

(i) 任意の a, b ∈ Rと x ∈M に対して (ab)x = a(bx)．
(ii) 任意の a, b ∈ Rと x, y ∈M に対して (a+ b)x = ax+ bx, a(x+ y) = ax+ by．
(iii) 任意の x ∈M に対して 1x = x．

例 2.2. (1) R自身は R作用
R×R→ R, (a, x) 7→ ax

により R 加群となる：定義 1.3 の (ii), (iii), (iv) がそれぞれ定義 2.1 の (i), (ii), (iii) に対応して
いる．

(2) n ∈ Nに対して，
Rn = {(a1, a2, . . . , an) | a1, a2, . . . , an ∈ R}

は成分毎の加法と R作用

(a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) := (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)

a(a1, a2, . . . , an) := (aa1, aa2, . . . , aan)

で R加群となる（ここではスペースの関係上 Rn の元を行ベクトルで書いているが，以降では列ベ
クトルで書くことが多い）．
n = 1の場合が (1)の例になっている．

(3) Fを体とする（F = R,Cを考えれば十分である）．このとき，F加群とは Fベクトル空間に他なら
ない．

(4) R = Zのとき，Z加群とはアーベル群に他ならない：
アーベル群M に対して Z作用を

nx :=


n 個︷ ︸︸ ︷

x+ x+ · · ·+ x (n > 0)

0 (n = 0)

−((−n)x) (n < 0)

で定めると，M は Z加群となる．

7



(5) R = C[x]を Cを係数とする 1変数多項式環とし，A ∈ Mn(C)とする．このとき，M = Cn は C[x]
作用

f · v := f(A)v (f ∈ C[x],v ∈ Cn)

で C[x]加群となる．例えば

x · v = Av, (x2 + 1) · v = (A2 + En)v

である．

定義 2.3. M を R加群とする．M の部分集合 Lが条件：

(i) 0 ∈ L
(ii) 任意の x, y ∈ Lに対して x+ y ∈M
(iii) 任意の a ∈ R, x ∈M に対して ax ∈ L

を満たすとき，LはM の（R）部分加群（submodule）であるという．
このとき，LはM のアーベル群としての部分群となり，M と同じ R作用で R加群となる．

例 2.4. (1) R 加群 M の部分集合 {0} と M は M の部分加群である．これらを自明な部分加群とい
う． 誤解のおそれがない場合は {0}は単に 0と書くことが多い．

(2) R加群M の部分集合 {xλ}λ∈Λ に対して，M の部分集合

∑
λ∈Λ

Rxλ :=

{∑
λ∈Λ

aλxλ

∣∣∣∣∣ aλ は Rの元で，有限個の λ ∈ Λを除いて aλ = 0

}

は R の部分加群となる．これを {xλ}λ∈Λ で生成される M の部分加群という．この定義の∑
λ∈Λ aλxλ は無限個の元の和に見えるが，有限個の項を除いて 0 なので有限個の 0 でない項

のみを足したものになっている．
有限集合 {x1, x2, . . . , xn}に対しては

n∑
i=1

Rxi :=

{
n∑

i=1

aixi

∣∣∣∣∣ a1, a2, . . . , an ∈ R
}

が成り立つ．
(3) Rを R加群と思ったとき，Rの部分加群は Rのイデアルに他ならない．
(4) Fを体とする（F = R,Cを考えれば十分である）．Fベクトル空間を F加群と思ったとき，その部
分加群は部分空間に他ならない．

(5) アーベル群を Z加群と思ったとき，その部分加群は部分群に他ならない．
(6) m,nを正整数とし，Mm,n(R)を R 上の m × n行列の全体の集合とする．このとき，Mm,n(R)は
成分ごとの和と R作用で R加群となる．
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2.2 剰余加群
M を R加群，LをM の部分加群とする．x ∈M に対してM の部分集合 x+ Lを

x+ L := {x+ y | y ∈ L}

で定める．

命題 2.5. (1) x, x′ ∈M に対して

x+ L = x′ + L⇐⇒ x− x′ ∈ L.

特に，x+ L = L⇐⇒ x ∈ L．
(2) M/L := {x+ L | x ∈M}は加法と R作用

(x+ L) + (x′ + L) := (x+ x′) + L

a(x+ L) := ax+ L

で R加群となる．

証明. (1) (=⇒)：x = x+ 0 ∈ x+L = x′ +Lなので，ある y ∈ L存在して x = x′ + y と表せる．このとき，
x− x′ = y ∈ Lとなる．
(2) (⇐=)：x + L の任意の元 x + y (y ∈ L) に対して，x + y = x′ + (x − x′ + y) ∈ x′ + L が成り立つ

（x− x′, y ∈ Lより x− x′ + y ∈ L）．従って，x+ L ⊆ x′ + Lとなる．逆の包含 x′ + L ⊆ x+ Lも同様に示
される． ■

定義 2.6. 上の命題で得られた R加群M/LをM の Lによる剰余加群という．

2.3 準同型写像

定義 2.7. M,N を R加群とする．

(1) 写像 f :M → N が条件

(i) 任意の x, y ∈M に対して f(x+ y) = f(x) + f(y)．
(ii) 任意の a ∈ R, x ∈M に対して f(ax) = af(x)．

を満たすとき，f を R準同型写像（R-homomorphism）または R線型写像（R-linear map）と
いう．

(2) 写像 f :M → N が条件

(i) f は R準同型写像．
(ii) ある R準同型写像 g : N →M が存在して，g ◦ f = idM , f ◦ g = idN が成り立つ．
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を満たすとき，f を R同型写像（R-isomorphism）という．
以下が成り立つことは容易に分かる：

f が R同型 ⇐⇒ f は R準同型かつ全単射

注意. 定義から

• f が R準同型写像 ⇐⇒ f が群の準同型写像かつ (ii)

• f が R同型写像 ⇐⇒ f が群の同型写像かつ (ii)

となることが分かる．

命題 2.8. (1) M を R加群とすると，恒等写像 idM :M →M は R準同型である．
(2) L,M,N を R加群，f : L → M , g : M → N を R準同型写像とすると，合成写像 g ◦ f : L → N

も R準同型である．

証明. (1) idM は群の準同型写像である．一方で，任意の a ∈ Rと x ∈M に対して

idM (ax) = ax = aidM (x)

が成り立つので idM は R準同型となる．
(2) f, g は群の準同型写像なので g ◦ f も群の準同型写像である．一方で，任意の a ∈ Rと x ∈M に対して

(g ◦ f)(ax) = g(f(ax)) = g(af(x)) = ag(f(x)) = a(g ◦ f)(x)

が成り立つので g ◦ f は R準同型となる． ■

定義 2.9. M,N を R加群，f :M → N を R準同型写像とする．

(1) Ker f := {x ∈M | f(x) = 0}を f の核（kernel）という．
(2) Im f := {f(x) | x ∈M}を f の像（image）という．
(3) Coker f := N/ Im f を f の余核（cokernel）という．

コメント. 核に対して余核があるように，像に対して余像（coimage）

Coim f :=M/Ker f

を定義することもできる．しかし，準同型定理（定理 2.12）で示すように余像 Coim f は像 Im f と同型
になってしまうのでわざわざ考えることはほとんどない．

補題 2.10. (1) Ker f はM の部分加群である．
(2) Im f は N の部分加群である．
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証明. f は群の準同型写像なので Ker f , Im f はそれぞれM , N の部分群である．従って，これらが R作用で
閉じていることを示せば良い．
a ∈ Rと x ∈ Ker f に対して

f(ax) = af(x) = a0 = 0

が成り立つので ax ∈ Ker f となり，Ker f はM の部分加群である．
a ∈ Rと f(x) ∈ Im f に対して

af(x) = f(ax) ∈ Im f

となるので Im f は N の部分加群である． ■

例 2.11. (1) M を R加群，x1, x2 . . . , xm ∈M とする．このとき，

f : Rm →M,


a1
a2
...
am

 7→
m∑
i=1

aixi

は R準同型写像で Im f =
∑m

i=1Rxi となる．特に，f が全射 ⇐⇒M =
∑m

i=1Rxi．
(2) A = (rij)1≤i≤m,1≤j≤n を R上のm× n行列とする．このとき，

fA : Rm → Rn,


a1
a2
...
am

 7→ A


a1
a2
...
am

 =


∑m

i=1 ri1ai∑m
i=1 ri2ai

...∑m
i=1 rinai


は R準同型写像となる．

例えば R = Z, A = (a b)としたとき，

fA : Z2 → Z,
(
a
b

)
7→ 2a+ 4b

である．この fA の核と像を計算すると，
• t(a, b) ∈ Z2 に対して(

a
b

)
∈ Ker fA ⇐⇒ fA(

t(a, b)) = (0, 0)

⇐⇒ 2a+ 4b = 0

⇐⇒ a = −2b

⇐⇒
(
a
b

)
=

(
−2
1

)
k (∃k ∈ Z)

⇐⇒
(
a
b

)
∈
(
−2
1

)
Z

が成り立つので
Ker fA =

(
−2
1

)
Z
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• Im fA =

{
f

(
a

b

) ∣∣∣∣∣
(
a

b

)
∈ Z2

}
= {2a+ 4b | a, b ∈ Z} = 2Z

逆に，任意の R準同型写像 f : Rm → Rn はm× n行列

A = (f(e1), f(e2), . . . , f(em)) (ei は第 i成分が 1の単位ベクトル)

を用いて
f = fA

と表せる（Aは f の表現行列）．
(3) 任意の R加群M,N に対して，全てのM の元を N の零元に送る写像

M → N, x 7→ 0

は R 準同型写像である．これを零写像（zero morphism）といい，0 : M → N と表す．どのよ
うな R加群M から N に対しても零写像は必ず存在する．
R準同型写像は零元を零元に送るので，零写像と R準同型写像の合成は零写像となる．

(4) Lが R加群M の部分加群のとき，
i : L→M, x 7→ x

は R準同型である．また，Ker i = {0}（iは単射）かつ Im i = L．
(5) Lが R加群M の部分加群のとき，

π :M →M/L, x 7→ x+ L

は R準同型である．また，Ker π = Lかつ Imπ =M/L（π は全射）．

準同型定理は群論や環論でそうであったように，環上の加群の理論においても重要な役割を果たす．

定理 2.12 (準同型定理). M,N を R加群，f :M → N を R準同型写像とする．

(1) M の部分加群 Lが f(L) = {0}（⇔ f(x) = 0 (∀x ∈ L)⇔ L ⊆ Ker f）を満たすとき，well-defined
な R準同型写像

f :M/L→ N, x+ L 7→ f(x)

が存在する．
(2) well-definedな R同型写像

f :M/Ker f
∼=−→ Im f, x+ Ker f 7→ f(x)

が存在する．

証明. 群の準同型定理より，(1)(2)のような well-definedな群の（準）同型写像 f が存在する．
(1) 任意の a ∈ R, x ∈M/Lに対して

f(a(x+ L)) = f(ax+ L) = f(ax) = af(x) = a(f(x+ L))
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となるので，f は R準同型写像となる．
(2) (1)と同様に f は R準同型写像となる．また，f は群の同型写像なので，これらを合わせて f は R同
型写像となることが分かる． ■

例 2.13. (1) R = Zのとき，Z準同型

f : Z2 → Z,
(
a
b

)
7→ 2a+ 4b

を考える．例 2.11(2)より Ker f =

(
−2
1

)
Z, Im f = 2Zなので，準同型定理より同型写像

f : Z2/
(−2

1

)
Z

∼=−→ 2Z

が存在する．
(2) R 加群M がある有限個の元 x1, x2, . . . , xm ∈ M を用いてM =

∑m
i=1Rxi と表せるとする．この

とき，例 2.11(1)より全射 R準同型

f : Rm →M,


a1
a2
...
am

 7→
m∑
i=1

aixi

が存在する．従って，準同型定理より R同型

Rm/Ker f ∼=M

が存在する．

系 2.14. f :M → N をR準同型写像，M ′, N ′をそれぞれM,N の部分加群とする．もし f(M ′) ⊆ N ′

が成り立つならば，well-definedな R準同型

f :M/M ′ → N/N ′, x+M ′ 7→ f(x) +N ′

を得る．また，

Ker f = f−1(N ′)/M ′, Im f = (Im f +N ′)/N ′, Coker f ∼= N/(Im f +N ′)

証明. f と自然な全射 N → N/N ′, y 7→ y +N ′ の合成M → N/N ′, x 7→ f(y) +N ′ に定理 2.12(1)を用い
れば良い． ■

定理 2.15 (対応定理（第四同型定理）). M を R加群，LをM の部分加群とし，以下の集合を考える：

• X：M/Lの部分加群全体の集合
• Y：M の部分加群で Lを含むもの全体の集合
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このとき，対応

ϕ(T ) := π−1(T ) = {x ∈M | x+ L ∈ Y } (T ∈ X )
ψ(N) := π(N) = {x+ L | x ∈ N} = N/L (N ∈ Y)

は互いに逆な全単射
ϕ : X ⇆ Y : ψ

を与える．

証明. 群論における対応する結果から，

• X ′：M/Lの部分群全体の集合
• Y ′：M の部分群で Lを含むもの全体の集合

の間に同様の対応 ϕ,ψ で全単射が存在する．従って，

• M/Lの R部分加群 T に対して ϕ(T )が R部分加群
• Lを含むM の R部分加群 N に対して ψ(N)が R部分加群

が成り立つことを示せば，X ′ と Y ′ の間の全単射は X と Y の間の全単射に制限される．
T をM/Lの R部分加群とする．a ∈ Rと x ∈ ϕ(T )に対して，x+ L ∈ T なので

ax+ L = a(x+ L) ∈ T

となり，ax ∈ ϕ(T )．従って，ϕ(T )は R部分加群．
N を Lを含むM の R部分加群とする．a ∈ Rと x+ L ∈ ψ(N) (x ∈ N)に対して，

a(x+ L) = ax+ L ∈ ψ(N)

となり，ψ(N)は R部分加群． ■

2.4 直和と直積

定義 2.16. Λを集合とし，Λの元で添字付けられた R加群の族 {Mλ}λ∈Λ を考える．

(1) {Mλ}λ∈Λ の直積（direct product）を∏
λ∈Λ

Mλ := {(xλ)λ∈Λ | xλ ∈Mλ (∀λ ∈ Λ)}

定義する．このとき，∏λ∈ΛMλ は成分ごとの加法と R作用：

(xλ)λ∈Λ + (x′λ)λ∈Λ := (xλ + xλ)λ∈Λ

a(xλ)λ∈Λ := (axλ)λ∈Λ

で R加群となる．
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(2) {Mλ}λ∈Λ の直和（direct sum）を

⊕
λ∈Λ

Mλ :=

{
(xλ)λ∈Λ ∈

∏
λ∈Λ

Mλ

∣∣∣∣∣ 有限個の λ ∈ Λを除いて xλ = 0

}

定義する．このとき，⊕λ∈ΛMλ は
∏

λ∈ΛMλ の部分加群となる．

注意. 有限個の R加群M1,M2, . . . ,Mn に対して，
n⊕

i=1

Mi =

n∏
i=1

Mi = {(x1, x2, . . . , xn) | xi ∈Mi (i = 1, 2, . . . , n)}

が成り立つ．

定義 2.17. Mλ = R (λ ∈ Λ)のとき，

R(Λ) :=
⊕
λ∈Λ

Mλ = {(aλ)λ∈Λ | aλ ∈ R (λ ∈ Λ)で，有限個の λを除いて aλ = 0}

と表す．Λが有限集合 Λ = {1, 2, . . . , n}のとき，R(Λ) は Rn に他ならない．
R加群M が自由加群（free module）であるとは，ある集合 Λと R同型M ∼= R(Λ) が存在するとき
に言う．

定義 2.18. M を R加群とし，{xλ}λ∈Λ を集合 Λの元で添字付けられたM の元の族とする．

(1) {xλ}λ∈Λ がM を生成するとは，
M =

∑
λ∈Λ

Rxλ

が成り立つときにいう．つまり，M の任意の元 xが

x =
∑
λ∈Λ

aλxλ (aλ ∈ R (∀λ ∈ Λ)で，有限個の λ ∈ Λを除いて aλ = 0)

と表せることをいう．
(2) {xλ}λ∈Λ が一次独立であるとは，任意の

∑
λ∈Λ aλxλ ∈

∑
λ∈ΛRxλ に対して，∑

λ∈Λ

aλxλ = 0 =⇒ aλ = 0 (∀λ ∈ Λ)

が成り立つときにいう．
(3) {xλ}λ∈Λ が一次独立かつM を生成するとき，{xλ}λ∈Λ をM の基底（basis）という．

注意. M の有限個の元の族 {x1, x2, . . . , xn}を考えたとき，上の定義は

15



• {x1, x2, . . . , xn}がM を生成する
⇐⇒ 任意の x ∈M は x = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn (∃ai ∈ R)と表せる

• {x1, x2, . . . , xn}が一次独立
⇐⇒ 任意の a1, a2, . . . , an ∈ Rに対して，

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0 =⇒ a1 = a2 = · · · = 0

となっている．従って，上で導入した生成，一次独立，および基底の定義は線型代数で現れた同名の定
義を一般の環上の加群に拡張したものであることが分かる（Rが体ならば線型代数で学んだものと全く
同じである）．

補題 2.19. M を R加群とし，{xλ}λ∈Λ をM の元の族とする．このとき以下が成り立つ：

(1) 写像
f : R(Λ) →M, (aλ)λ∈Λ 7→

∑
λ∈Λ

aλxλ

は R準同型写像であり， Im f =
∑

λ∈ΛRxλ が成り立つ．
(2) f が全射⇐⇒ {xλ}λ∈Λ がM を生成する
(3) f が単射⇐⇒ {xλ}λ∈Λ が一次独立

証明. (1) 任意の r ∈ Rと (aλ)λ∈Λ, (bλ)λ∈Λ ∈ R(Λ) に対して，

f((aλ)λ∈Λ + (bλ)λ∈Λ) = f((aλ + bλ)λ∈Λ) =
∑
λ∈Λ

(aλ + bλ)xλ

=
∑
λ∈Λ

aλxλ +
∑
λ∈Λ

bλxλ = f((aλ)λ∈Λ) + f((bλ)λ∈Λ)

f(r(aλ)λ∈Λ) = f((raλ)λ∈Λ) =
∑
λ∈Λ

raλxλ = r

(∑
λ∈Λ

aλxλ

)
= rf((aλ)λ∈Λ)

が成り立つので f は R準同型写像．
また，等号 Im f =

∑
λ∈ΛRxλ は

∑
λ∈ΛRxλ と写像 f の定義からすぐに分かる．

(2)は (1)よりすぐに分かる．(1)は f が単射であることと Ker f = {0}が同値であることを考えれば定義そ
のものである． ■

命題 2.20. M を R加群とする．

(1) {xλ}λ∈Λ を集合 Λの元で添字付けられたM の元の族とする．{xλ}λ∈Λ がM の基底のとき，

f : R(Λ) ∼=−→M, (aλ)λ∈Λ 7→
∑
λ∈Λ

aλxλ

は R同型写像となる．
(2) R同型写像 f : R(Λ)

∼=−→M が存在するとき，{f(eλ)}λ∈Λ はM の基底となる．ここで，eλ は λ成
分が 1でそれ以外の成分が 0であるような R(Λ) の元（Rn のときは単位ベクトルになっている）．
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証明. (1) 補題 2.19より「f が全単射⇐⇒ {xλ}λ∈Λ が一次独立かつM を生成する」が成り立つ．

(2) (aλ)λ∈Λ ∈ R(Λ) は
(aλ)λ∈Λ =

∑
λ∈Λ

aλeλ

と表せる（各 λに対して両辺の λ成分を比較せよ）．従って，写像 f は

f((aλ)λ∈Λ) = f

(∑
λ∈Λ

aλeλ

)
=
∑
λ∈Λ

aλf(eλ) =
∑
λ∈Λ

aλxλ

という形である．このとき，補題 2.19を用いると，f が全単射であることから {xλ}λ∈Λ は一次独立かつM

を生成する．よって，{xλ}λ∈Λ はM の基底である． ■

命題 2.20から，R加群M に対して

M が基底を持つ⇐⇒M が自由加群

が成り立つことが分かる．

2.5 環上の加群の構造について
与えられた環 R 上の加群を理解するためには，より分かりやすい加群との間の同型を見つければ良い．こ
の節では体や PID上の有限生成加群の構造について考える．

定義 2.21. R加群M が有限生成（finitely generated）であるとは，M が有限個の元で生成される
ときに言う．つまり，ある有限個の元 x1, x2, . . . , xn ∈M が存在して

M =

n∑
i=1

Rxi

が成り立つときに言う．
このとき，補題 2.19により

M が有限生成 ⇐⇒ ある整数 n ≥ 1と全射 R準同型 Rn →M が存在する

が成り立つ．

可換環論およびその周辺分野では有限生成加群を扱うことが多いが，一般に有限生成加群の部分加群が有限
生成となるとは限らない（例：無限個の変数を持つ多項式環 R = R[x1, x2, . . .]自身は R加群として有限生成
であるが，その変数達で生成されたイデアル (xi | i = 1, 2, . . .)は有限生成ではない）．従って，有限生成加群
で話を収めるためには以下のような条件を課すことが必要である．

定義 2.22. 環 Rは全てのイデアルが有限生成であるとき，ネーター環（Noetherian ring）という．
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例 2.23. (1) 体 Fのイデアルは {0}と Fのみだが，これらは 1個の元で生成される（それぞれ 0と 1

で生成される）．従って，体はネーター環である．
(2) PIDのイデアルは定義より全て 1個の元で生成されるので，PIDはネーター環である．
(3) 環 R と R のイデアル J を考える．R/J のイデアルは J ⊆ I ⊆ R なる R のイデアル I を用いて

I/J と表せる．このとき，x1, x2, . . . , xn が I を生成するならば x1 + J, x2 + J, . . . , xn + J は I/J

を生成する．従って，Rがネーター環ならば Rの剰余環 R/J はネーター環である．

可換環論やその関連分野において現れる環は体または Zを係数をする多項式環のあるイデアルに関する剰
余環であることが多い．従って，例 2.23および以下の定理から通常現れる環は全てネーターであると思って
も差し支えない．

定理 2.24 (ヒルベルトの基底定理（ [3, 定理 1.13.5]）). ネーター環 R を係数とする多項式環
R[x1, x2, . . . , xn]は再びネーターである．

ネーター環上の有限生成加群は以下のような良い性質を持つ．

定理 2.25 ( [3, 命題 2.9.1]). 環 Rに対して次の 2条件は同値：

(1) Rはネーターである．
(2) 全ての有限生成 R加群の部分加群は再び有限生成になる．

Rをネーター環，M を有限生成 R加群とする．このとき，ある整数m ≥ 1と全射 R準同型写像

f : Rm →M

が存在する．準同型定理（定理 2.12）より R加群の同型

M ∼= Coker f (= Rm/Ker f)

が存在する．ここで，Rがネーター環なので定理 2.25より Rm の部分加群 Ker f は再び有限生成となり，あ
る整数 n ≥ 1と全射 R準同型写像

g : Rn → Ker f

が存在する．このとき，g と包含写像 Ker f → Rm, x 7→ xの合成写像は

g : Rn → Rm

という形をしている（誤解の恐れはないと思うのでこれも同じ記号 g で表している）．すると，例 2.11(2)よ
り g は表現行列

A = (g(e1), g(e2), . . . , g(en)) ∈Mm,n(R)

を用いて g = fA と表せる：g(a) = Aa (a ∈ Rn)．容易に分かるように Ker f = Im g = Im fA が成り立つの
で，R加群の同型

M ∼= Coker fA (= Rm/ Im fA)
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を得る．この同型により，R加群M は行列 Aにより完全に決定されてしまうことが分かる．しかし，依然と
して Coker fA がよく分からない加群であることには変わりないので行列 Aを基本変形によって行列 B に変
形する．このとき，命題 1.18により，ある正則行列 P,Qを用いて B = PAQと表せるので，R線型写像の
等式

fB = fP ◦ fA ◦ fQ : Rn fQ−−→ Rn fA−−→ Rm fP−−→ Rm

を得る．ここで，fP , fQ が R同型写像であることに注意すると，R同型

M ∼= Coker fA ∼= Coker fB

を得る（問題 2.1参照）．従って，R加群の構造を決定するという問題は R上の行列を基本変形により簡約化
すると言う問題に帰着される．

• R = Fが体のとき：
線型代数学で学ぶように，体 F上の任意の行列 Aは基本変形により

B =

(
Ir O
O O

)
のように変形することができる．この事実により，有限生成なベクトル空間に対して以下の定理を示すことが
できる：

定理 2.26. Fを体とする．このとき，全ての Fベクトル空間 V は基底を持つ．
特に，全てのベクトル空間 V は基底を持つ．つまり，ある集合 Λが存在して V ∼= F (Λ) となる．

証明. V が有限生成の場合のみ考える（無限生成の場合はこの事実はもっと深く，選択公理と同値である）．
このとき，上の議論により，

B =

(
Ir O
O O

)
の形の行列を用いて

V ∼= Fm/ Im fB

と表せることが分かる．ここで，Im fB = Fe1 ⊕ Fe2 ⊕ · · · ⊕ Fer ⊕
m−r 個︷ ︸︸ ︷

{0} ⊕ {0} ⊕ · · · ⊕ {0}となるので，

V ∼= Fm/ Im fB ∼= F/Fe1 ⊕ F/Fe2 ⊕ · · · ⊕ F/Fer ⊕
m−r 個︷ ︸︸ ︷

F/{0} ⊕ F/{0} ⊕ · · · ⊕ F/{0} ∼= Fm−r

が示された． ■

• Rが PIDのとき：
単因子論と呼ばれる理論により，PID R上の任意の行列 Aは基本変形により

B =

(
B11 O
O O

)
(B11は a1, a2, . . . , ar ∈ R \ {0}を対角成分に持つ対角行列で ai|ai+1 (i = 1, 2, . . . , r − 1))

のように変形することができる．
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定理 2.27 (PID上の有限生成加群の構造定理 [3, 定理 2.12.1]). Rを PIDとする．このとき，任意の
有限生成 R加群Mは

Rk ⊕R/a1R⊕R/a2R⊕ · · · ⊕R/arR
(k ≥ 0, a1, a2, . . . , ar ∈ R \ {0}かつ ai|ai+1 (i = 1, 2, . . . , r − 1))

の形の加群と同型．

証明. 任意の行列 Aが基本変形を施して上記のような行列 B に変形できること認めると（ここが本質的であ
るが．．．），命題 2.20と同様に示される． ■

特に，R = Zとすれば有限生成アーベル群の構造定理を得る．

定理 2.28 (有限生成アーベル群の構造定理). 全ての有限生成アーベル加群は

Zr ⊕ Z/a1Z⊕ Z/a2Z⊕ · · · ⊕ Z/atZ (r ≥ 0, a1, a2, . . . , at ∈ Z \ {0})

の形のアーベル群と同型となる．

別の応用として行列のジョルダン標準形がある．λ ∈ Cと n ≥ 1に対して

Jn(λ) =



λ 1 · · · · · · 0
... λ 1 · · ·

...
...

. . .
. . .

...
... λ 1
0 · · · · · · · · · λ


の形の行列をジョルダン細胞という（対角成分には λが並び，その右斜め上の部分には 1が並ぶ．それ以外の
成分は全て 0である）．C上の n次正方行列 Aがある正則行列 P を用いて

J := PAP−1 =


Jn1(λ1) O · · · O
O Jn2

(λ2) · · · O
...

. . .
...

O O · · · Jnk
(λk)


と表せるとき，Aはジョルダン標準形 J を持つという．ジョルダン標準形は一般に対角行列ではないが，対
角成分とその右斜め上の部分以外の成分が 0であるという意味で対角行列に非常に近いものである．
R として C 上の 1 変数多項式環 R = C[x] を考え，M = Cn を例 2.2(5) のようにして C[x] 加群と思う．
このM に定理 2.27を用いることで以下のことが示される．

定理 2.29. （ [3, 定理 2.12.1]） 任意の C上の正方行列 Aはジョルダン標準形を持つ．

• Rが一般の環のとき：
一般の環 R上の行列の基本変形はもっと難しい．例えば，C[x, y]という PIDの次に簡単そうな環の場合で
も，行列 (

x y
y x

)
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は基本変形で対角行列にすることはできない．このことは一般の環に対しては加群の構造が非常に複雑である
ことを表している．
R加群M の構造をもっとよく理解するために以下のようなこと考える．先ほどの議論から，ある R上の行
列 Aと R同型M ∼= Coker fA = Rm/ Im fA が存在した．線型代数の話を思い出すと，Im fA を理解するため
には Ker fA を理解すれば良い．もし Rが PIDならば Ker fA は自由加群になり，その構造は完全に分かる．
しかし，一般の場合は Ker fA はよく分からない加群である．そこで，Ker fA に対して同じことを考えること
で，ある行列 A′ と R同型 Ker fA ∼= Coker fA′ を見つける．この fA′ を用いることで Ker fA の構造が理解で
きると考えられる．このとき，R加群と R線型写像の列

Rk fA′−−→ Rn fA−−→ Rm

を得るが，その構成から Ker fA ∼= Im fA′ となる．Ker fA′ を理解するために同様の操作を繰り返していくと，
R加群と R線型写像の列

· · · fA′′−−→ Rk fA′−−→ Rn fA−−→ Rm

を得る．この列は隣合う準同型について，右側の準同型の核は左側の準同型の核と同型となっている．このよ
うな条件を満たす R加群と R線型写像の列のことを複体（または完全列）と呼ぶ．以上の議論から，この複
体（従って，R上の行列の列 A,A′, A′′, . . .）はM の情報を完全に含んでいると考えることができる．次章以
降では，複体について調べる理論であるホモロジー代数について解説していく．

演習問題
問題 2.1. Rを環，K,L,M,N を R加群，f : K → L, g : L→M,h :M → N を R準同型写像とする．

(1) f が全射のとき，Im(g ◦ f) = Im f となることを示せ．
(2) hが単射のとき，Ker(h ◦ g) = Ker g となることを示せ．
(3) hが全単射のとき，R 同型写像 Coker g

∼=−→ Coker(h ◦ g), x + Im g 7→ h(x) + Im(h ◦ g)が定まることを
示せ．

(4) f が全単射のとき，R同型写像 Ker(g ◦ f)
∼=−→ Ker g, x 7→ f(x)が定まることを示せ．

問題 2.2. 以下の Z上の行列 Aを基本変形で対角行列に変形し，Coker fA を計算せよ．

(1) A =

(
3 −18
−8 13

)

(2) A =


2 5 −1
3 −4 0

1 2 3


(3) A =


3 3 1

3 7 −7
2 4 2


問題 2.3. R = C[x, y]上の行列

A =

x+ y + 1 x2 − x− y
x 1− x
y x2 − y


21



を基本変形し，それを用いて Coker fA を計算せよ．

問題 2.4. C[x, y]のイデアル I = (x2 + y2)による剰余環 R = C[x, y]/(x2 + y2)上の行列

A =

(
x −y
y x

)
, B =

(
x y
−y x

)
を考える（ただし，x := x+ I, y := y + I）．このとき，

Ker fA = Im fB , Ker fB = Im fA

となることを示せ．

ヒント：C[x, y]上の行列
A′ =

(
x −y
y x

)
, B′ =

(
x y
−y x

)
は

AB = BA = (x2 + y2)In

を満たしている．
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3 テンソルと Hom

この節では環上の加群の理論で重要な役割を果たす Hom加群とテンソル加群について解説する．
以下，Rを環とする．

3.1 Hom加群

補題 3.1. M,N を R加群とする．

(1) 写像 0 :M → N を 0(m) = 0 (m ∈M)で定めると，これは R準同型写像となる．
(2) R準同型写像 f, g :M → N に対して写像 f +g :M → N を (f +g)(m) = f(m)+g(m) (m ∈M)

で定めると，これは R準同型写像となる．
(3) R 準同型写像 f : M → N と r ∈ R に対して写像 rf : M → N を (rf)(m) = r(f(m)) (m ∈ M)

で定めると，これは R準同型写像となる．

証明. 証明は簡単なので省略（各自確かめよ）． ■

定義 3.2. M,N を R加群とする．M から N への R準同型写像の集合を

HomR(M,N) := {f :M → N | f は R準同型写像 }

と置く．以下の補題により HomR(M,N)は加法 f + gと R作用 rf (f, g ∈ HomR(M,N), r ∈ R)で R

加群となる．これをHom加群（Hom module）と呼ぶ．

命題 3.3. Rを環，I を Rのイデアル，M を R加群とする．

(1) (0 :M I) := {m ∈M | Im = 0}がM の部分加群となることを示せ．
(2) 写像

f : HomR(R/I,M)→M, ϕ 7→ ϕ(1 + I)

は R同型 HomR(R/I,M) ∼= (0 :M I)を定めることを示せ．

証明. (1) 任意の m,m′ ∈ (0 :M I) に対して I(m +m′) = Im + Im′ = 0 + 0 = 0 となるので m +m′ ∈
(0 :M I)．任意のm ∈ (0 :M I)と a ∈ Rに対して I(am) = a(Im) = a0 = 0となるので am ∈ (0 :M I)．
以上より，(0 :M I)はM の部分加群．

(2) f は単射：
ϕ ∈ HomR(R/I,M)が f(ϕ) = ϕ(1 + I) = 0を満たすとする．このとき，任意の a ∈ Rに対して

ϕ(a+ I) = ϕ(a · (1 + I)) = aϕ(1 + I) = a · 0 = 0

となるので ϕ = 0．
f は全射：
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与えられた m ∈ (0 :M I) に対して，ϕ : R → M を ϕ(a) = am と定めると ϕ は R 準同型写像となる．
また，任意の a ∈ I に対して m ∈ (0 :M I) より ϕ(a) = am = 0 となるので準同型定理（定理 2.12(1)）よ
り R 準同型写像 ϕ : R/I → M, a + I 7→ ϕ(a) = am が定まる．このとき，ϕ ∈ HomR(R/I,M) であり，
f(ϕ) = ϕ(1 + I) = mが成り立つ． ■

命題 3.4. {Mλ}λ∈Λ を R加群の族，X を R加群とする．このとき，以下の R同型が存在する：

(1) HomR(
⊕

λ∈ΛMλ, X)
∼=−→
∏

λ∈Λ HomR(Mλ, X), ϕ 7→ (ϕ ◦ iλ)λ∈Λ

(2) HomR(X,
∏

λ∈ΛMλ)
∼=−→
∏

λ∈Λ HomR(X,Mλ), ϕ 7→ (πλ ◦ ϕ)λ∈Λ

ここで，

iλ :Mλ →
⊕
λ∈Λ

Mλ, m 7→ iλ(m) := (第 λ成分がmでそれ以外が 0の元)

πλ :
∏
λ∈Λ

Mλ →Mλ, (mλ)λ∈Λ 7→ mλ

と定義している．

証明. (1) この写像を f : HomR(
⊕

λ∈ΛMλ, X)→
∏

λ∈Λ HomR(Mλ, X)と書く．

f の単射性：
f(ϕ) = 0とすると，任意の λ ∈ Λに対して ϕ ◦ iλ = 0．⊕λ∈ΛMλ の任意の元 (mλ)λ∈Λ は

(mλ)λ∈Λ =
∑
λ∈Λ

iλ(mλ)

と表せる（有限個の成分を除いて 0なので右辺は有限和）ので，

ϕ((mλ)λ∈Λ) = ϕ(
∑
λ∈Λ

iλ(mλ)) =
∑
λ∈Λ

ϕ(iλ(mλ)) =
∑
λ∈Λ

(ϕ ◦ iλ)(mλ) = 0.

従って，ϕ = 0となり，f は単射．

f の全射性：
(ϕλ)λ∈Λ ∈

∏
λ∈Λ HomR(Mλ, X)を考える．このとき，ϕ :

⊕
λ∈ΛMλ → X を

ϕ((mλ)λ∈Λ) :=
∑
λ∈Λ

ϕλ(mλ)

と定義すると ϕ は R 準同型写像となる．また，任意の mλ ∈ Mλ に対して (ϕ ◦ iλ)(mλ) = ϕ(iλ(mλ)) =

ϕλ(mλ)（iλ(mλ)は λ成分がmλでそれ以外が 0だった）となるので，ϕ◦ iλ = ϕλ．従って，f(ϕ) = (ϕλ)λ∈Λ

となり，f は全射．

(2) この写像を f : HomR(X,
∏

λ∈ΛMλ)
∼=−→
∏

λ∈Λ HomR(X,Mλ)と書く．

f の単射性：
f(ϕ) = 0 とすると，任意の λ ∈ Λ に対して πλ ◦ ϕ = 0．任意の x ∈ X に対して ϕ(x) = (mλ)λ∈Λ と表
すと，

0 = (πλ ◦ ϕ)(x) = πλ(ϕ(x)) = πλ((mλ)λ∈Λ) = mλ (λ ∈ Λ)
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となり，ϕ(x) = (mλ)λ∈Λ = 0．従って，ϕ = 0となり，f は単射．

f の全射性：
(ϕλ)λ∈Λ ∈

∏
λ∈Λ HomR(X,Mλ)を考える．このとき，ϕ : X →

⊕
λ∈ΛMλ を

ϕ(x) = (ϕλ(x))λ∈Λ (x ∈ X)

で定める．このとき，ϕは R準同型であり，

(πλ ◦ ϕ)(x) = πλ(ϕ(x)) = πλ((ϕλ(x))λ∈Λ) = ϕλ(x)

となるので πλ ◦ ϕ = ϕλ．従って，f(ϕ) = (ϕλ)λ∈Λ となり，f は全射． ■

例 3.5. (1) 任意の R加群M に対して HomR(R,M) ∼=M．

(2) 正整数m,nに対して，HomR(R
n, Rm) ∼= (Rm)n = Rmn ∼= Mm,n(R)．

(3) HomZ(Q,Z) = 0が成り立つ．

実際，ϕ : Q→ Zを Z準同型写像とする．与えられた 0 6= q ∈ Qに対して，ϕ(q) = ϕ(m · 1
m
q) =

mϕ(
1

m
q) ∈ mZが任意の 0 6= m ∈ Zに対して成り立つ．従って ϕ(q) = 0でなければならない（0

でない整数の約数は有限個）．

(4) 整数m,nに対して
HomZ(Z/mZ,Z/nZ) ∼= Z/dZ (d = gcd(m,n))

が成り立つ．

実際，命題 3.3より

HomZ(Z/mZ,Z/nZ) ∼= (0 :Z/nZ mZ) = {x+ nZ | mx ∈ nZ} ∼= Z/dZ

が成り立つ（最後の等号は演習問題 3.1）．

命題 3.6. X,M,N を R加群，f :M → N を R準同型写像とする．このとき，写像

f∗ : HomR(X,M)→ HomR(X,N), ϕ 7→ f∗(ϕ) := f ◦ ϕ
f∗ : HomR(N,X)→ HomR(M,X), ϕ 7→ f∗(ϕ) := ϕ ◦ f

は R準同型となる．

証明. f∗ が R準同型であることを示す．
ϕ,ψ ∈ HomR(X,M)と x ∈ X に対して，

f∗(ϕ+ ψ)(x) = (f ◦ (ϕ+ ψ))(x) = f((ϕ+ ψ)(x)) = f(ϕ(x) + ψ(x)) = f(ϕ(x)) + f(ψ(x))

(f∗(ϕ) + f∗(ψ))(x) = f∗(ϕ)(x) + f∗(ψ)(x) = (f ◦ ϕ)(x) + (f ◦ ψ)(x) = f(ϕ(x)) + f(ψ(x))

が成り立つので f∗(ϕ+ ψ) = f∗(ϕ) + f∗(ψ)．
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ϕ ∈ HomR(X,M), r ∈ R, x ∈ X に対して，

f∗(rϕ)(x) = (f ◦ (rϕ))(x) = f(rϕ(x)) = rf(ϕ(x)) = r(f ◦ ϕ)(x) = rf∗(ϕ)(x)

が成り立つので f∗(rϕ) = rf∗(ϕ)．

f∗ が R準同型になることも同様． ■

命題 3.7. f : L → M, g : M → N を R 準同型写像，X を R 加群とする．以下の写像の等号が成り
立つ：

(idM )∗ = idHomR(X,M) : HomR(X,M)→ HomR(X,M)

(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : HomR(X,L)→ HomR(X,N)

(idM )∗ = idHomR(M,X) : HomR(M,X)→ HomR(M,X)

(g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ : HomR(N,X)→ HomR(L,X)

証明. 任意の ϕ ∈ HomR(X,M)に対して

(idM )∗(ϕ) = idM ◦ ϕ = ϕ = idHomR(X,M)(ϕ)

が成り立つので (idM )∗ = idHomR(X,M)．
任意の ϕ ∈ HomR(X,L)に対して

(g ◦ f)∗(ϕ) = (g ◦ f) ◦ ϕ = g ◦ (f ◦ ϕ) = g ◦ f∗(ϕ) = g∗(f∗(ϕ)) = (g∗ ◦ f∗)(ϕ)

が成り立つので (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗．
後半二つの等号も同様． ■

3.2 テンソル積
Rベクトル空間を思い出す．n次元のベクトル空間 V があったとき，その基底 v1,v2, . . . , vn を固定すると
同型

V ∼= Rn

∈ ∈

x =

n∑
i=1

xivi ←→ (xi)1≤i≤n

があり，V の元は数ベクトル (xi)1≤i≤nとみなすことができる．さらに，基底 v1,v2, . . . , vnから v′
1,v

′
2, . . . , v

′
n

への取り替え

vj =

n∑
i=1

aijv
′
i (∗)

を考えると，

x =

n∑
j=1

xjvj =

n∑
i,j=1

xjaijv
′
i =

n∑
i=1

 n∑
j=1

aijxj

v′
i
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xに対応する数ベクトルは

(xi)1≤i≤n ⇝

 n∑
j=1

aijxj


1≤i≤n

(∗∗)

と変換される．従って，V の元とは数ベクトル (xi)1≤i≤n であり，基底の取り替え (∗)の元で (∗∗)のように
変換されるものと思うことができる．対応する数ベクトルを考える方が直感的に分かり易いが，基底を取り替
えたときに成分も変換されてしまうので，ベクトル空間 V の元だと考えた方が基底によらない議論ができる
というメリットがある．
テンソルはベクトルのある種の多次元化と見ることができる．ベクトル空間 V , W があったとき，V とW

のテンソル積と呼ばれるベクトル空間 V ⊗RW が定義される．これは y⊗ z (y ∈ V, z ∈W )という形の元で
生成されるベクトル空間であり，V とW の基底 v1,v2, . . . , vm と w1,w2, . . . ,wn を固定したとき

y ⊗ z =
∑
i,j

yizjvi ⊗wj

y =

m∑
i=1

yivi, z =

m∑
j=1

zjwj

 (∗ ∗ ∗)

が成り立つ．さらに，V ⊗R W は vi ⊗wj (i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n)という mn個の元が基底にな
る．従って，同型

V ⊗R W ∼= Rmn

∈ ∈

x =
∑
i,j

xijvi ⊗wj ←→ (xij)1≤i≤m,1≤j≤n

により V ⊗R W の元は (xij)1≤i≤m,1≤j≤n という二つの添え字を持つ実数の組と同一視できる．すると，条件
(∗ ∗ ∗)により (xij)1≤i≤m,1≤j≤n も V,W の基底変換の元で (∗∗)のような変換を受ける．ここで，(∗ ∗ ∗)の
条件が成り立つためには

• (x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y

• x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′

• (ax)⊗ y = x⊗ (ay) = a(x⊗ y)

が必要十分であることは容易に分かる．従って，これらの条件を満たすような x ⊗ y (x ∈ V, y ∈ W )を無理
矢理構成すればよい．

以下，Rを可換環とする．

構成. R加群M,N に対して R加群M ⊗R N を以下のようにして構成する．

(i) 直積集合M ×N を添字集合とする自由加群 Y := R(M×N) を考える．ここで，(m,n) ∈ M ×N
に対して，(m,n) 成分が 1 でそれ以外の成分が 0 であるような Y の元を e(m,n) と表すと，
{e(m,n)}(m,n)∈M×N は Y の基底となる．

(ii) Z を以下の元達で生成される Y の部分加群とする：
. e(m+m′,n) − e(m,n) − e(m′,n) (m,m′ ∈M,n ∈ N)

. e(m,n+n′) − e(m,n) − e(m,n′) (m ∈M,n, n′ ∈ N)

. e(am,n) − ae(m,n), e(m,an) − ae(m,n) (m ∈M,n ∈ N, a ∈ R)
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(iii) M ⊗R N を Y の Z による剰余加群として定義する：M ⊗R N := Y/Z．
(iv) e(m,n) のM ⊗R N における剰余類を

m⊗ n := e(m,n) + Z

と表す．

このとき，

• {e(m,n)}(m,n)∈M×N は Y を生成するので，{m⊗ n}(m,n)∈M×N はM ⊗R N を生成する．
• (ii)に現れる元は全て Z の元なので，M ⊗R N において 0となる．従って，

. (m+m′)⊗ n = m⊗ n+m′ ⊗ n (m,m′ ∈M,n ∈ N)

. m⊗ (n+ n′) = m⊗ n+m⊗ n′ (m ∈M,n, n′ ∈ N)

. (am)⊗ n = m⊗ (an) = a(m⊗ n) (m ∈M,n ∈ N, a ∈ R)
が成立する．

定義 3.8. M ⊗R N をM と N のテンソル積と呼ぶ．

注意. よくある間違い：m⊗ n+m′ ⊗ n′ = (m+m′)⊗ (n+ n′)

正しくは，

(m+m′)⊗ (n+ n′) = m⊗ (n+ n′) +m′ ⊗ (n+ n′) = m⊗ n+m⊗ n′ +m′ ⊗ n+m′ ⊗ n′

このテンソル積の構成は具体的であるが，どういう意味を持つものなのか分かりにくい．そこで，テンソル
積が満たす性質を見ていく．

定義 3.9. L,M,N を R加群とする．写像 f :M ×N → Lが条件：

(i) 任意のm,m′ ∈M , n ∈ N に対して f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n)．
(ii) 任意のm ∈M , n, n′ ∈ N に対して f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′)

(iii) 任意の a ∈ R, m ∈M , n ∈ N に対して f(am, n) = f(m, an) = af(m,n)．

を満たすとき，f を R双線型写像（R-bilinear map）という．
この条件 (i)(ii)(iii)は以下のように言い換えることもできる：

(i’) 任意のm ∈M に対して f(m,−) : N → L, n 7→ f(m,n)は R準同型．
(ii’) 任意の n ∈ N に対して f(−, n) :M → L, m 7→ f(m,n)は R準同型．

例 3.10. M , N を R加群とする．このとき，写像 ϕ :M ×N →M ⊗R N を

ϕ(m,n) := m⊗R n

と定義すると，上記構成で述べたことから ϕは R双線型写像となる．
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定理 3.11. M , N を R加群とする．

(1) M ⊗R N と ϕ :M ×N →M ⊗R N は以下の条件を満たす：
任意のR加群LとR双線型写像 f :M×N → Lに対して，あるR準同型写像 f :M⊗RN → L

で f ◦ ϕ = f を満たすものがただ一つ存在する．
(2) (1)の条件を満たすような (M ⊗R N,ϕ)は同型の差を除いてただ一つ．
つまり，別の R加群 X と R準同型写像 ψ :M ×N → X も (1)の条件を満たすとき，R同型写像
θ :M ⊗R N → X が存在して，θ ◦ ϕ = ψ が成り立つ．

証明. (1) 先ほど構成した R加群M ⊗R N と R双線型写像 ϕ : M ×N → M ⊗R N が条件を満たすことを
確かめる．
f :M ×N → Lを R双線型写像とする．定理 2.15により，R準同型写像

g : Y → L, (a(m,n))(m,n)∈M×N =
∑

(m,n)∈M×N

a(m,n)e(m,n) 7→
∑

(m,n)∈M×N

a(m,n)f(m,n)

が定まる（定義より g(e(m,n)) = f(m,n)である）．ここで，Z を生成する元を考えると，

. g(e(m+m′,n) − e(m,n) − e(m′,n)) = f(m+m′, n)− f(m,n)− f(m′, n) = 0

. g(e(m,n+n′) − e(m,n) − e(m,n′)) = f(m,n+ n′)− f(m,n)− f(m,n′) = 0

. g(e(am,n) − ae(m,n)) = f(am, n)− af(m,n) = 0,

g(e(m,an) − ae(m,n)) = f(m, an)− af(m,n) = 0

が成り立つ．Z の元は生成元の R線型結合なので，このことから f(Z) = 0であることが分かる．従って，準
同型定理（定理 2.12(1)）より R準同型写像

f :M ⊗R N = Y/Z → L,
∑

(m,n)∈M×N

a(m,n)m⊗ n 7→
∑

(m,n)∈M×N

a(m,n)f(m,n)

が定まる（m⊗ n = e(m,n) + Z に注意）．このとき，任意の (x, y) ∈M ×N に対して

(f ◦ ϕ)(m,n) = f(ϕ(m,n)) = f(m⊗ n) = f(m,n)

が成り立つので f ◦ ϕ = f．よって，この f が欲しかった R準同型である．
このような f がただ一つしかないことを示すために，別の R準同型写像 f̃ : X → Lが f̃ ◦ ϕ = f を満たす
とする．このとき，

f̃(m⊗ n) = (f̃ ◦ ϕ)(m,n) = f(m,n) = f(m⊗ n)

となる．X の元は {m⊗ n | m ∈M,n ∈ N}の元の R線型結合なので，この等式から f̃ = f が成り立つ．

(2)：(X,ψ)が (1)の条件を満たすと仮定する．ψ : M ×N → X は R双線型写像なので，(M ⊗R N,ϕ)が
(1)の条件を満たすことから，R準同型写像 ψ :M ⊗R N → X で ψ ◦ ϕ = ψ を満たすものがただ一つ存在す
る．同様にして，(X,ψ)が (1)の条件を満たすことから，R準同型写像 ϕ : X →M ⊗RN で ϕ ◦ψ = ϕを満
たすものがただ一つ存在する．
このとき，(ϕ ◦ ψ) ◦ ϕ = ϕ ◦ ψ = ϕ = idM⊗RN ◦ ϕとなる．(1)の条件の一意性から ϕ ◦ ψ = idM⊗RN．同
様に，(ψ ◦ ϕ) ◦ ψ = ψ ◦ ϕ = ψ = idX ◦ ψ より ψ ◦ ϕ = idX となる．よって，θ := ϕが条件を満たす． ■
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注意. この節の最初でM ⊗R N を具体的に構成したが，定理 3.11(1) の条件を満たすような加群だと
思っても良い．

命題 3.12. f : M → M ′, g : N → N ′ を R 準同型写像とする．このとき，well-defined な R 準同型
写像

M ⊗R N →M ′ ⊗R N
′,

t∑
i=1

mi ⊗ ni 7→
t∑

i=1

f(mi)⊗ g(ni)

が定まる．

証明. ϕ :M ×N →M ⊗R N, (m,n) 7→ m⊗ nが R双線型写像であることから，
M ×N →M ′ ⊗R N

′, (m,n) 7→ f(m)⊗ g(n)

も R双線型写像となることが分かる．従って，定理 3.11(1)により欲しかった R準同型写像

M ⊗R N →M ′ ⊗R N
′,

t∑
i=1

mi ⊗ ni 7→
t∑

i=1

f(mi)⊗ g(ni)

が定まる． ■

定義 3.13. 命題 3.12で得られた R準同型写像を f ⊗ g :M ⊗R N →M ′ ⊗R N
′ と書く．

定義から容易に分かるように，f ′ :M ′ →M ′′, g′ : N ′ → N ′′ に対して

(g′ ⊗ f ′) ◦ (g ⊗ f) = (g′ ◦ g)⊗ (f ′ ◦ f)

が成り立つ．

例 3.14. (1) 0でない整数mに対して，Z/mZ⊗Z Q = 0．

実際，x+mZ ∈ Z/mZ, q ∈ Qに対して，

(x+mZ)⊗ q = (x+mZ)⊗m
( q
m

)
= (m(x+mZ))⊗ q

m
= 0⊗ q

m
= 0

となるが，Z/mZ⊗Z Qの元は (x+mZ)⊗ q の形の元で生成されるので，Z/mZ⊗Z Q = 0が示さ
れた．

(2) Q⊗Z Q ∼= Qである．

実際，Z双線型写像 Q×Q→ Q, (q, r) 7→ qr を考えると，定理 3.11(1)より Z準同型写像

f : Q⊗Z Q→ Q,
∑
i=1t

qi ⊗ ri 7→
∑
i=1t

qiri

を得る．一方で，Z準同型写像 g : Q → Q⊗Z Q, q 7→ q ⊗ 1を考えると，定義から f ◦ g = idQ が
分かる．ここで，q = a/b, r = c/d ∈ Qに対して，

q ⊗ r = a

b
⊗ c

d
=
ad

bd
⊗ c

d
=

a

bd
⊗ dc

d
=

a

bd
⊗ c = ac

bd
⊗ 1 = qr ⊗ 1
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が成り立つ（3,5個目の等号は ⊗の双線型性より）．従って，

(g ◦ f)(q ⊗ r) = g(f(q ⊗ r)) = g(qr) = qr ⊗ 1 = q ⊗ r

となるので，g ◦ f = idQ⊗ZQ が成り立つ．以上より，f は Z同型写像．

(3) m,nを整数とし，d = gcd(m,n)と置く．このとき，

Z/mZ⊗Z Z/nZ ∼= Z/dZ

である（演習問題 3.7参照）．

以下，加群のテンソル積の基本的な性質を述べる．証明の詳細は省いているので各自確かめよ．

命題 3.15. L,M,N,Mλ(λ ∈ Λ)を R加群とする．このとき，

(1) R⊗R M ∼=M ∼=M ⊗R R

(2) (L⊗R M)⊗R N ∼= L⊗R (M ⊗R N)

(3) M ⊗R N ∼= N ⊗R M

(4)
(⊕

λ∈ΛMλ

)
⊗R N ∼=

⊕
λ∈Λ(Mλ ⊗R N)

証明. (1) R⊗RM ∼=M を示す．M ⊗R R ∼=M も同様に示される．R準同型写像 f :M → R⊗RM, m 7→
1⊗mを考える．R×M →M, (a,m) 7→ amは R双線型写像であり，定理 3.11(1)より R準同型写像

g : R⊗R M →M,

t∑
i=1

ai ⊗mi 7→
t∑

i=1

aimi

が定まる．f と g た互いに逆写像であることは容易に確かめられる．

(2) N の元 n を固定し，R 双線型写像 L ×M → L ⊗R (M ⊗R N), (l,m) 7→ l ⊗ (m ⊗ n) を考えると定
理 3.11(1)より R準同型写像

fn : L⊗R M → L⊗R (M ⊗R N),

t∑
i=1

li ⊗mi 7→
t∑

i=1

li ⊗ (mi ⊗ n)

が定まる．さらに，この fn を用いて R双線型写像 (L⊗R M)×N → L⊗R (M ⊗R N), (ξ, n) 7→ fn(ξ)を
定義すると，定理 3.11(1)より R準同型写像

f : (L⊗R M)⊗N → L⊗R (M ⊗R N),

t∑
i=1

(li ⊗mi)⊗ ni 7→
t∑

i=1

li ⊗ (mi ⊗ ni)

を得る．同様の議論で R準同型写像

g : L⊗R (M ⊗N)→ (L⊗R M)⊗R N,

t∑
i=1

li ⊗ (mi ⊗ ni) 7→
t∑

i=1

(li ⊗mi)⊗ ni

が定義される．f と g が互いに逆写像であることは定義から容易に分かる．
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(3) M ×N → N ⊗R M, (m,n) 7→ n⊗mは R双線型写像であり，定理 3.11(1)より R準同型写像

f :M ⊗R N → N ⊗R M,

t∑
i=1

mi ⊗ ni 7→
t∑

i=1

ni ⊗mi

が定まる．同様の議論で R準同型写像

g : N ⊗R M →M ⊗R N,

t∑
i=1

ni ⊗mi 7→
t∑

i=1

mi ⊗ ni

が定まる．f と g が互いに逆写像であることは定義から容易に分かる．

(4) iλ :Mλ →
⊕

λ∈ΛMλ を iλ(m) = meλ と定義する．このとき，R準同型写像

f :
⊕
λ∈Λ

(Mλ ⊗R N)→

(⊕
λ∈Λ

Mλ

)
⊗R N,

(∑
λ∈Λ

ξλ

)
λ∈Λ

7→ ((iλ ⊗ idN )(ξλ))λ∈Λ

を得る（例えば f((mλ ⊗ n)λ∈Λ) = (mλ)λ∈Λ ⊗ n）．一方で，R双線型写像(⊕
λ∈Λ

Mλ

)
×N →

⊕
λ∈Λ

(Mλ ⊗R N), ((mλ)λ∈Λ, n) 7→ (mλ ⊗ n)λ∈Λ)

により R準同型写像

g :

(⊕
λ∈Λ

Mλ

)
⊗R N →

⊕
λ∈Λ

(Mλ ⊗R N), ((mλ)λ∈Λ ⊗ n) 7→ (mλ ⊗ n)λ∈Λ)

が定まる．f と g が互いに逆写像なので，f は R同型写像となる． ■

命題 3.16. L,M,N を R加群とする．このとき，R同型

HomR(L⊗R M,N) ∼= HomR(L,HomR(M,N))

が存在する．

証明. BilR(L,M ;N)を R 双線型写像 L ×M → N 全体の集合で，Hom加群と同様の R 加群構造を考えた
ものとする．このとき，定理 3.11(1)より R同型

HomR(L⊗R M,N)
∼=−→ BilR(L,M ;N), f 7→ f ◦ ϕ

を得る．ここで，ϕ :M ×N →M ⊗R N は ϕ(m,n) = m⊗ nなる R双線型写像．従って，R同型
BilR(L,M ;N) ∼= HomR(L,HomR(M,N))

を見つければ良い．
R準同型写像 Φ : BilR(L,M ;N)→ HomR(L,HomR(M,N))を

(Φ(f)(l))(m) := f(l,m) (l ∈ L,m ∈M, f ∈ BilR(L,M ;N))

で定義し，R準同型写像 Ψ : HomR(L,HomR(M,N))→ BilR(L,M ;N)を
Ψ(f)(l,m) := (f(l))(m) (l ∈ L,m ∈M, f ∈ HomR(L,HomR(M,N)))

で定義する．このとき，Φ, Ψは互いに逆写像を与えることが定義から分かる． ■
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命題 3.17. M,N を自由 R加群でそれぞれ基底 {mi}i∈I , {nj}j∈J を持つとする．このとき，M ⊗RN

は基底 {mi ⊗ nj}i∈I,j∈J を持つ自由加群である．
特に，V,W が体 F上のベクトル空間のとき，ベクトル空間の次元の等号

dimF(V ⊗F W ) = dimF(V ) + dimF(W )

が成り立つ．

証明. {mi}i∈I , {nj}j∈J がそれぞれM,N を生成するので {mi ⊗ nj}i∈I,j∈J はM ⊗R N を生成する．そこ
で，一次独立であることを確かめる．
i′ ∈ I, j′ ∈ J に対して R準同型写像 ϕi′ :M → R,ψj′ : N → Rを

ϕi′

(∑
i∈I

aimi

)
= ai′

ψj′

∑
j∈J

bjnj

 = bj′

で定義する（{mi}i∈I , {nj}j∈J が基底なのでこれらは well-defined）．このとき，R 準同型写像 ϕi′ ⊗ ψj′ :

M ⊗R N → R⊗R Rと R⊗R R ∼= Rの合成として

ρi′j′ :M ⊗R N → R⊗R R
∼=−→ R,

∑
i∈I,j∈J

aijmi ⊗ nj 7→
∑

i∈I,j∈J

aijϕi′(mi)ψj′(nj) = ai′j′

を得る．∑i∈I,j∈J Rmi⊗ nj の元 ξ =
∑

i∈I,j∈J aijmi⊗ nj を考える．ξ = 0のとき，任意の i′ ∈ I と j′ ∈ J
に対して

ai′j′ = ρi′j′(ξ) = 0

が成り立つ．以上より，{mi ⊗ nj}i∈I,j∈J が一次独立であることが示された． ■

演習問題
問題 3.1. m,nを整数，d = gcd(m,n)とする．このとき，

(0 :Z/nZ mZ) ∼= Z/dZ

を示せ．

問題 3.2. Fを体，m,nを整数とする．このとき，

HomF[x](F[x]/(xm),F[x]/(xn)) ∼= F[x]/(xmin{m,n})

を示せ．

問題 3.3. nを正の整数とする．

(1) f : Z→ Z, x 7→ nxを n倍写像としたとき，f∗ : HomZ(Z,Z)→ HomZ(Z,Z)が全射でないことを示せ．
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(2) π : Z → Z/nZを自然な全射としたとき，π∗ : HomZ(Z/nZ,Z) → HomZ(Z/nZ,Z/nZ)が全射でないこ
とを示せ．

問題 3.4. R をネーター環，M,N を有限生成加群とする．このとき，HomR(M,N)が有限生成であること
を示せ．

問題 3.5. （難）以下のようにして∏n≥0 Zが自由加群でないことを示せ．ただし，I を無限集合としたとき
に∏i∈I Zと

⊕
n≥0 Zの間に全単射は存在しないことは認めても良い（これは集合論的な理由から分かる：濃

度が等しくない）．

(1)
∏

n≥0 Zの部分集合

X :=

(an)n≥0 ∈
∏
n≥0

Z

∣∣∣∣∣∣ 2n|an (∀n ≥ 0)


Y :=

(an)n≥0 ∈
∏
n≥0

Z

∣∣∣∣∣∣ 3n|an (∀n ≥ 0)


を考える．このとき，X + Y =

∏
n≥0 Z，つまり，

∏
n≥0 Zの任意の元が X の元と Y の元の和で表せる

ことを示せ．
ヒント：gcd(2n, 3n) = 1である

(2) ϕ :
∏

n≥0 Z→ Zを Z準同型で ϕ
(⊕

n≥0 Z
)
= 0を満たすとする．このとき ϕ = 0を示せ．

(3) (2)より単射

HomZ

∏
n≥0

Z,Z

→ HomZ

⊕
n≥0

Z,Z

 ∼= ∏
n≥0

Z, ϕ 7→ ϕ|⊕
n≥0 Z 7→ (ϕ(en))n≥0

を得る（同型は命題 3.4(1)より分かる）．この像が⊕n≥0 Zであることを示せ．
(4)

∏
n≥0 Zが自由加群でないことを示せ．

問題 3.6. 0でない整数mに対して Z/mZ⊗R Q/Z = 0を示せ．

問題 3.7. m,nを整数とし，d = gcd(m,n)と置く．

(1) 写像 f : Z→ Z/mZ⊗Z Z/nZを

f(x) = (1 +mZ)⊗ (x+ nZ)

で定める．f が全射な Z準同型写像であることを確かめよ．
(2) dZ ⊆ Ker f を確かめよ．

ヒント：ユークリッドの互除法よりms+ nt = dとなる整数 s, tが存在する．

(3) 写像
Z/mZ× Z/nZ→ Z/dZ, (x+mZ, y + nZ) 7→ xy + dZ

が well-definedな Z双線型写像であることを示せ．
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(4) (3)で得られた Z双線型写像に定理 3.11(1)を用いて Z双線型写像 g : Z/mZ⊗ Z/nZ→ Z/dZを得る．
f が g の逆写像であることを示せ．

問題 3.8. 行列 A =

(
3 2

−1 1

)
, B =

(
0 1

2 −1

)
を表現行列とする R線型写像

fA : R2 → R2, x 7→ Ax, fB : R2 → R2, x 7→ Bx

を考える．このとき，R線型写像 fA⊗fB : R2⊗RR2 → R2⊗RR2の基底 {e1⊗e1, e1⊗e2, e2⊗e1, e2⊗e2}
に関する表現行列を求めよ．

問題 3.9. 命題 3.15,命題 3.16の証明の細部を埋めよ．

問題 3.10. M,N が有限生成 R加群のとき，M ⊗R N も有限生成であることを示せ．
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4 複体と完全列
この章を通して Rは可換環とする．

4.1 可換図式
R加群 L,M,N,X とその間の R準同型写像 f, g, h, uからなる図式

L
f //

h
��

M

g
��

X

L
f //

u

��

M

g

��
N

v
// X

において，Lから X へ至る道はそれぞれ

• L
h−→ X, L

f−→M
g−→ X

• L
f−→M

g−→ X, L
u−→ N

v−→ X

の 2通りあるが，どちらの道に沿った準同型写像の合成も等しい，つまり，それぞれ

• g ◦ f = h

• g ◦ f = v ◦ u

が成り立つとき，この図式を可換図式という．このとき，

L
f //

h
��
⟲

M

g
��

X

L
f //

u

��
⟲

M

g

��
N

v
// X

のように図式の中に丸い矢印を書いて表すことが多い．
もっと一般に，R加群と R準同型写像の図式が可換図式であるとは，任意の始点M と終点 N に対してM

から N への複数の道に沿った準同型写像の合成が全て等しいときに言う．通常四角形をつなげた図式を考え
ることが多いが，その場合は各四角形が可換図式であるときに可換図式となる．

例 4.1. (1) 図式
M1

f //

φ1

��

M2
g //

φ2

��

M3
h //

φ3

��

M4

φ4

��
N1 u

// N2 v
// N3 w

// N4

が可換図式
⇐⇒ φ2 ◦ f = u ◦ φ1, φ3 ◦ g = v ◦ φ2, φ4 ◦ h = w ◦ φ3
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(2) 図式
L1

f //

φ1

��

L2
g //

φ2

��

L3

φ3

��
M1

u //

ψ1

��

M2
v //

ψ2

��

M3

ψ3

��
N1

k // N2
l // N3

が可換図式
⇐⇒ φ2 ◦ f = u ◦ φ1, φ3 ◦ g = v ◦ φ2, ψ2 ◦ u = k ◦ ψ1, ψ3 ◦ v = l ◦ ψ2,

例 4.2. A,B を n次の複素正方行列，P を n次の複素正則行列とする．このとき，

B = PAP−1 ⇐⇒

Cn
fA //

fP

��

Cn

fP

��
Cn

fB

// Cn
が可換図式

P を基底の変換行列だと思うと fP は Cn の基底を別の基底に写す写像であり，上の可換図式は Aとい
う行列が基底の変換の元で B という行列で表されるということを意味している．

補題 4.3. 可換図式
M1

f1 //

⟲u

��

N1

v

��
M2

f2

// N2

を考える．このとき，well-definedな R準同型写像

f ′1 : Ker u→ Ker v, x 7→ f1(x)

f2 : Coker u→ Coker v, x+ Imu 7→ f2(x) + Im v

を得る．

証明. f ′1 について：
m ∈ Ker uに対して，図式の可換性より v(f1(m)) = f2(u(m)) = f2(0) = 0となる．従って，well-defined

な写像 f ′1 : Ker u→ Ker v, m 7→ f1(m)が定まる．f ′1 は単に f1 の定義域と値域を制限しただけなので，R準
同型写像となる．

f2 について：
f2 と自然な全射 π : N2 → Coker v = N2/ Im v の合成写像 π ◦ f2 : N2 → Coker v を考える．m ∈M1 に対
して，図式の可換性より (π ◦ f2)(u(m)) = π(v(f1(m))) = 0．従って，定理 2.12(1)を π ◦ f2 に用いること
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で，well-definedな R準同型写像

f2 : Coker u→ Coker v, m+ Imu 7→ f2(m) + Im v

を得る． ■

4.2 全射と単射
R準同型写像の単射性および全射性は R加群の元を用いて定義されていたが，これらを R準同型写像のみ
を用いて述べることもできる．

補題 4.4. f :M → N を R準同型写像とする．

(1) 次の 2条件は同値である：
(a) f が単射
(b) 任意の R加群K と R準同型写像 g, g′ : K →M に対して，

f ◦ g = f ◦ g′ =⇒ g = g′

が成立する．
(c) 任意の R加群K に対して，R準同型写像

f∗ : HomR(K,M)→ HomR(K,N)

は単射．
(2) 次の 2条件は同値である：

(a) f が全射
(b) 任意の R加群 C と R準同型写像 h, h′ : N → C に対して，

h ◦ f = h ◦ f =⇒ h = h′

が成立する．
(c) 任意の R加群K に対して，R準同型写像

f∗ : HomR(N,C)→ HomR(M,C)

は単射．

証明. (1) (b)⇔(c)は単射性の言い換えである．従って，(a)⇔(b)を示す．

(a)⇒(b)：
f ◦ g = f ◦ g′ とする．任意の k ∈ K に対して f(g(k)) = (f ◦ g)(k) = (f ◦ g′)(k) = f(g′(k))が成り立つ
が，f が単射なので g(k) = g′(k)となる．従って，g = g′．

(b)⇒(a)：
K = Ker f とし，包含写像 i : K →M および零写像 0 : K →M を考える（cf. 例 2.11(3)(4)）．このとき，

f ◦ i = 0 = f ◦ 0 が成り立つので，仮定 (b) より i = 0 となる．従って Ker f = 0 が成り立ち，f は単射で
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ある．

(2) (b)⇔(c)は単射性の言い換えである．従って，(a)⇔(b)を示す．

(a)⇒(b)：
h ◦ f = h′ ◦ f とする．任意の n ∈ N に対して，f が全射であることから n = f(m)となる m ∈ M が存
在する．このとき，h(n) = h(f(m)) = (h ◦ f)(m) = (h′ ◦ f)(m) = h′(f(m)) = h′(n)が成り立つ．従って，
h = h′．

(b)⇒(a)：
剰余加群 C = Coker f と自然な全射 π : N → C および零写像 0 : N → C を考える．このとき，

π ◦ f = 0 = 0 ◦ f が成り立つので，仮定 (b)より π = 0となる．従って Coker f = 0が成り立ち，f は全射で
ある． ■

4.3 核，像，余核
R 準同型写像 f : M → N に対して，包含写像 if : Ker f → M, m 7→ m および自然な全射 πf : N →

Coker f, n 7→ n+ Im f を考える．このとき，

f ◦ if = 0, πf ◦ f = 0

が成り立つ．

補題 4.5. f :M → N を R加群の準同型とする．

(1) (i) 任意の R準同型 g : X →M に対して，

f ◦ g = 0⇐⇒ ∃g : X → Ker f s.t. if ◦ g = g

さらに，これを満たすような g はただ一つ．
(ii) R加群K と R準同型写像 i : K →M が条件

R準同型写像 g : X →M が f ◦ g = 0を満たすとき，i ◦ g = g を満たすような R準同型
写像 g : X → K がただ一つ存在する．

を満たすとする．このとき，R同型写像 θ : K ∼= Ker f で if ◦ θ = iを満たすものがただ一つ
存在する．

(2) (i) 任意の任意の R準同型 h : N → X に対して，

h ◦ f = 0⇐⇒ ∃h : Coker f → X s.t. h ◦ πf = h

さらに，これを満たすような hはただ一つ．
(ii) R加群 C と R準同型写像 π : N → C が条件

R準同型写像 h : N → X が h ◦ f = 0を満たすとき，h ◦ π = hを満たすような R準同
型写像 h : C → X がただ一つ存在する．
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を満たすとする．このとき，R同型写像 θ : C ∼= Coker f で θ ◦ πf = π を満たすものがただ一
つ存在する．

証明. (1) (=⇒) f ◦ g = 0より，任意の x ∈ X に対して f(g(x)) = (f ◦ g)(x) = 0となるので g(x) ∈ Ker f．
よって，写像 g : X → Ker f, x 7→ g(x)が定まり．定義より i ◦ g = g．
(⇐=) f ◦ i = 0なので，f ◦ g = f ◦ (i ◦ g) = (f ◦ i) ◦ g = 0 ◦ g = 0．

このような g がただ一つしかないことは if が単射であることと補題 4.4より分かる．

(2) (=⇒) h ◦ f = 0より任意の m ∈ M に対して h(f(m)) = (h ◦ f)(m) = 0となり，f(m) ∈ Ker h．従っ
て，定理 2.12(4)より well-definedな R準同型写像

h : Coker f := N/ Im f → X, n+ Im f 7→ h(n)

が定まる．このとき，任意の n ∈ N に対して (h ◦ π)(n) = h(π(n)) = h(n+ Im f) = h(n)が成り立つので，
h ◦ π = hとなる．
(⇐=) π ◦ f = 0なので，h ◦ f = (h ◦ π) ◦ f = h ◦ (π ◦ f) = h ◦ 0 = 0．

このような hがただ一つしかないことは πf が全射であることと補題 4.4より分かる． ■

4.4 鎖複体
この節で導入される鎖複体とそのホモロジー加群はその名の通りホモロジー代数において中心的な役割を果
たす．

補題 4.6. R加群 L,M,N と R準同型写像 f : L→M, g :M → N を考える．このとき，

g ◦ f = 0⇐⇒ Im f ⊆ Ker g

が成り立つ．

証明. (=⇒)：任意の m ∈ Im f はある l ∈ L を用いて m = f(l) と表せる．このとき，g(m) = g(f(l)) =

(g ◦ f)(l) = 0となるのでm ∈ Ker g．従って，Im f ⊆ Ker g が示された．

(⇐=)：任意の l ∈ Lに対して f(l) ∈ Im f ⊆ Ker g となるので，(g ◦ f)(l) = g(f(l)) = 0が成り立つ．よっ
て，g ◦ f = 0が示された． ■

定義 4.7. (1) R加群と R準同型写像の列 (X•, d
X
• )

(X•, d
X
• ) := (· · · → Xn+1

dX
n+1−−−→ Xn

dX
n−−→ Xn−1 → · · · )

が鎖複体（chain complex）であるとは，任意の n ∈ Zに対して

dXn ◦ dXn+1 = 0 (
補題 4.5⇐⇒ Im dXn+1 ⊆ Ker dXn )

が成り立つときに言う．以後，鎖複体 (X•, d
X
• )は単にX• と書くことにする．また，dXn のX も誤
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解のおそれがない場合は省略する．
(2) 鎖複体 X• に対して，

Hn(X•) := Ker dXn / Im dXn+1

を X• の n番目のホモロジー加群（nth homology module）と呼ぶ．
(3) X•, Y• を鎖複体とする．X• から Y• への鎖写像（chain map）f• : X• → Y• とは，R準同型写像
の列

fn : Xn → Yn (n ∈ Z)

であり，任意の n ∈ Zに対して
fn ◦ dXn+1 = dYn+1 ◦ fn+1

が成り立つようなものである．つまり，以下の図式が可換図式になることを意味する：

· · · // Xn+1

dX
n+1 //

fn+1

��
⟲

Xn

dX
n //

fn

��
⟲

Xn−1
//

fn−1

��

· · ·

· · · // Yn+1
dY
n+1

// Yn
dY
n

// Yn−1
// · · ·

注意. 鎖複体に現れる加群が途中から全て 0になるとき，その部分を以下のように省略して書くことが
多い：

0→Mn →Mn−1 →Mn−2 → · · ·
· · · →Mn+2 →Mn+1 →Mn → 0

0→Mm →Mn+1 → · · · →Mn+1 →Mn → 0

例 4.8. (1) M,N を R加群，f :M → N を R準同型写像とする．
• X• := (0→

0

M → 0)は鎖複体であり，

Hn(X•) ∼=

{
M (n = 0)

0 (n 6= 0)

• Y• := (0→
0

M
f−→

−1

N → 0)は鎖複体であり，

Hn(X•) ∼=


Ker f (n = 0)

Coker f (n = −1)
0 (n 6= 0,−1)

(2) R = Zとする．このとき，

X• := (· · · →
n+1

Z/4Z ×2−−→
n

Z/4Z ×2−−→
n−1

Z/4Z ×2−−→→ · · · )

は鎖複体となり，
Hn(X•) = 0 (∀n ∈ Z).
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(3) Rを環，x1, x2, . . . , xn ∈ Rとする．このとき，

K• := (0→ Kn
dn−→ Kn−1 → · · · → K1

d1−→ K0 → 0)

を以下のように定める：
• Kt := R(

n
t) とする．これは I := {{i1, . . . , it} | 1 ≤ i1 < i2 < · · · < it ≤ n}を添字集合にもつ

自由加群と考えることができる．従って，単位ベクトルの集まり {ei1,...,it}i1<i2<···<it を基底
に持つ．

• dt : Kt → Kt−1 を

dt(ei1,...,it) :=

t∑
j=1

(−1)jxijei1,...,ij−1,ij+1,it

= −xi1ei2,...,it + xi2ei1,i3,...,it + · · ·+ (−1)txitei1,...,it−1

で定義する．例えば，

d1 = (x1, x2, . . . , xn) : R
n → R

dn =


(−1)nxn

(−1)n−1xn−1

...
−x1

 : R→ Rn

このとき，K• は鎖複体となる．これを x1, x2, . . . , xn のKoszul複体aと呼ぶ．

n = 2のとき，
K• = (0→

2

R
( x2
−x1

)
−−−−→

1

R2 (x1,x2)−−−−→
0

R→ 0)

n = 3のとき，

K• = (0→
3

R

(−x3
x2
−x1

)
−−−−−→

2

R3

(
x2 x3 0
−x1 0 x3
0 −x1 −x2

)
−−−−−−−−−−−−→

1

R3 (x1,x2,x3)−−−−−−→
0

R→ 0)

Koszul複体 K• のホモロジー加群の消滅は可換環論で重要な役割を果たす正則列の概念と密接な関
わりがある：

x1, x2, . . . , xn が正則列 =⇒ Hi(K•) = 0 (i 6= 0)

Rがただ一つの極大イデアルを持ち，x1, x2, . . . , xn がその極大イデアルの元ならば⇐=も正しい．
(4) D を R2 内の領域とする．このとき，

C∞(D) := {f : D → R | f は C∞ 級関数 }
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は関数の和と積で環となる．このとき，

X• := (0→
0

C∞(D)
d0−→

−1

C∞(D)2
d−1−−→

−2

C∞(D)→ 0)

d0(f) :=

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
d−1(f, g) :=

∂g

∂x
− ∂f

∂y

は鎖複体となる．実際，

d−1 ◦ d0(f) = d−1

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂x∂y
− ∂2f

∂y∂x
= 0

(f が C∞ 級なので偏微分の順序を入れ替えても結果は変わらない)

となるので d−1 ◦ d0 = 0．

D = R2 の場合：
• H0(X•) ∼= Ker d0 =

{
f

∣∣∣∣ ∂f∂x =
∂f

∂y
= 0

}
= {f | f = const.} ∼= R

• H−1(X•) = 0 (⇐⇒ Ker d−1 = Im d0)

(∵)
(f, g) ∈ Ker d−1，つまり，

∂f

∂y
=
∂g

∂x
とする．このとき，h ∈ C∞(R2)を

h(x, y) =

∫ x

0

f(t, 0) dt+

∫ y

0

g(x, t) dt

と定めると，
∂h

∂x
(x, y) = f(x, 0) +

∫ y

0

∂g

∂x
(x, y) dt

= f(x, 0) +

∫ y

0

∂f

∂y
(x, y) dt

= f(x, 0) + [f(x, t)]y0

= f(x, 0) + f(x, y)− f(x, 0)
= f(x, y)

∂h

∂y
(x, y) = g(x, y)

となるので (f, g) = d0(h) ∈ Im d0．
• H−2(X•) = 0 (⇐⇒ C∞(R2) = Im d0)

(∵)
f ∈ C∞(R2)とする．このとき，h ∈ C∞(R2)を

h(x, y) := −
∫ y

0

f(x, t) dt

と定めると，
∂h

∂y
(x, y) = −f(x, y)
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となるので，d−1(h, 0) = 0− ∂h

∂y
= f．

もっと一般に，Rn 内の領域に対して C∞(D)は可換環となり，鎖複体

0→
0

C∞(D)
d0−→

−1

C∞(D)(
n
1) d−1−−→ · · · →

−n+1

C∞(D)(
n

n−1) d−n+1−−−−→
−n

C∞(D)→ 0

が定義できる．ここで，(3)と同様に，C∞(D)(
n
t) は {ei1,...,it}i1<i2<···<it を基底にもつ自由加群．

このとき，d−t : C
∞(D)(

n
t) → C∞(D)(

n
t+1) は

d−t(fei1,...,it)j1,j2,...,jt+1 =

n∑
j=1

sgn

(
i1 i2 · · · it j
j1 j2 · · · jt jt+1

)
∂f

∂xj

で定義される．ここで，sgnの部分は {i1, i2, . . . , it, j} = {j1, j2, . . . , jt+1}の場合は置換の符号，そ
れ以外の場合は 0である．このように定義される複体を de Rham複体bと呼ぶ．

n = 3のとき，
0→

0

C∞(D)
grad−−→

−1

C∞(D)3
rot−→

−2

C∞(D)3
div−→

−3

C∞(D)→ 0

である．

de Rham複体X• のホモロジー加群は領域Dの穴の有無と密接な関わりがある：誤解を恐れずに言
えば，

dimF(Hk(X•))“ = ”k 次元の穴の数

a Koszul（人）：コスツール，コシュール，コズール
b de Rham（人）：ド・ラーム

4.5 完全列
例 4.8が示すように，複体のホモロジー加群は複体から本質的な情報を取り出したものだと考える事ができ
る．特に，ホモロジー加群が消えるかどうかは様々な文脈において重要な意味を持つことが多い．この節では
ホモロジーが消える複体，もっと一般に完全列と呼ばれるものについて基本事項を述べる．

定義 4.9. R加群と R準同型の列

Xn
dn−→ Xn−1

dn−1−−−→ · · · d2−→ X1
d1−→ X0

を考える．0 < i < nに対して，この列が Xi で完全（exact）であるとは
Ker di = Im di+1

が成り立つときに言う．また，全ての 0 < i < nに対してXiが完全であるとき，この列を完全列（exact

sequence）という．

同様に，R加群の鎖複体 X• に対して以下のように定義する：
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• X• が Xi で完全である
:⇐⇒ Ker di = Im di+1

⇐⇒ Hi(X•) = 0

• X• が完全複体（exact complex）である
:⇐⇒ ∀n ∈ Z, Ker di = Im di+1

⇐⇒ ∀n ∈ Z, Hi(X•) = 0

命題 4.10. f :M → N を R準同型とする．

(1) M
f−→ N → 0が完全列 ⇐⇒ f が全射

(2) 0→M
f−→ N が完全 ⇐⇒ f が単射

(3) 0→M
f−→ N → 0が完全 ⇐⇒ f が全単射

証明. (1) M
f−→ N → 0が（N で）完全 ⇐⇒ Coker f = 0⇐⇒ f が全射

(2) 0→M
f−→ N が（M で）完全 ⇐⇒ Ker f = 0⇐⇒ f が単射

(3)は (1)と (2)より従う． ■

命題 4.11. f :M → N を R準同型とする．

(1) 0→ K
i−→M

f−→ N の形の完全列が存在する ⇐⇒ K ∼= Ker f

(2) M
f−→ N

π−→ C → 0の形の完全列が存在する ⇐⇒ C ∼= Coker f

証明. (1)(⇒) M で完全なので Ker f = Im i．K で完全なので iは単射となり，Im i ∼= K．
(⇐) 0→ Ker f

if−→M
f−→ N が完全列となる．

(2)(⇒) N で完全なので Im f = Ker π．C で完全なので π は全射となり，準同型定理より Coker f =

N/ Im f = N/Ker π ∼= C．
(⇐) M

f−→ N
πf−−→ Coker f → 0が完全列となる． ■

定義 4.12. 0→ L
f−→M

g−→ N → 0の形の完全列を特に短完全列（short exact sequence）と呼ぶ．

このとき，命題 4.11より
L ∼= Ker g, N ∼= Coker f

が成り立つ．

以下の命題は有限次元ベクトル空間の複体の情報とホモロジー加群の情報を結びつける役割を果たす．
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命題 4.13. Fを体とする．有限次元 Fベクトル空間の鎖複体

X• = (0→ Xn
dn−→ Xn−1

dn−1−−−→ · · · d2−→ X1
d1−→ X0 → 0)

を考える．このとき，
n∑

k=0

(−1)k dimF(Hk(X•)) =

n∑
k=0

(−1)k dimF(Xk)

が成り立つ．

証明. 最初に，Fベクトル空間の短完全列

0→ L
f−→M

g−→ N → 0

に対して
dimF(M) = dimF(L) + dimF(N)

が成り立つ（線形代数で出てきた次元定理 dimF(M) = dimF(Ker g) + dimF(Im g)から分かる）．
番号 k に対して，以下の短完全列を考える

0→ Im dk+1
⊆−→ Ker dk → Hk(X•)→ 0

0→ Ker dk
⊆−→ Xk → Xk/Ker dk → 0.

これらと準同型定理を用いて得られる同型 Xk/Ker dk ∼= Im dk により

dimF(Ker dk) = dimF(Im dk+1) + dimF(Hk(X•))

dimF(Xk) = dimF(Ker dk) + dimF(Im dk)

を得る．これらを用いることで

dimF(Hk(X•)) = dimF(Xk)− lk − lk+1 (∗)

を得る．ここで，lk := dimF(Im dk)と置いた．d0 = 0, dn+1 = 0より l0 = ln+1 = 0となることに注意する
と，(∗)により

n∑
k=0

(−1)k dimF(Hk(X•)) =

n∑
k=0

(−1)k dimF(Xk)−
n∑

k=0

(−1)k(lk + lk+1)

=

n∑
k=0

(−1)k dimF(Xk)− (l0 + (−1)kln+1)

=

n∑
k=0

(−1)k dimF(Xk)

を得る． ■
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以下の主張はホモロジー代数学における最も重要なものの一つであり，これを用いることで準同型写像の
核，余核，像や複体のホモロジーについて様々なことが分かる．

定理 4.14 (蛇の補題（Snake Lemma）). 以下の R加群と R準同型写像の図式

L1
f1 //

u

��
⟲

M1
g1 //

v

��
⟲

N1
//

w

��

0

0 // L2
f2

// M2 g2
// N2

が可換図式であり，上下の列が完全列であるとする．このとき，完全列

Ker u
f ′
1−→ Ker v

g′
1−→ Kerw

δ−→ Coker u
f2−→ Coker v

g2−→ Cokerw

が存在する．ただし，f ′1, g′1, f2, g2 は補題 4.3で得られるもの．

証明. まず δ の定義を述べる．n ∈ Kerw を考える．g1 が全射なので，n = g1(m)となる m ∈ M1 が存在す
る．このとき，g2(v(m)) = w(g1(m)) = w(n) = 0より v(m) ∈ Ker g2 = Im f2となる．従って，v(m) = f2(l)

となる l ∈ L2 が存在する．このとき，

δ(n) := l + Imu ∈ Coker u

と定義する．

δ の well-defined性：
m′ ∈M1, l

′ ∈ L2を n = g1(m
′), v(m′) = f2(l

′)となるようなものとする．g1(m−m′) = g1(m)−g1(m′) =

n− n = 0よりm−m′ ∈ Ker g1 = Im f1 となる．ある s ∈ L1 を用いてm−m′ = f1(s)と表すと，

f2(l − l′) = f2(l)− f2(l′) = v(m)− v(m′) = v(m−m′) = v(f1(s)) = f2(u(s))

となり，f2 は単射なので l − l′ = u(s) ∈ Imu が成り立つ．従って，l + Imu = l′ + Imu となり，δ(n) が
well-definedであることが示された．

δ が R準同型であること：
x, x′ ∈ Kerw とし，

δ(n) = l + Imu (n = g1(m), v(m) = f2(l))

δ(n′) = l′ + Imu (n′ = g1(m
′), v(m′) = f2(l

′))

と表す．このとき，n+ n′ = g1(m+m′), v(m+m′) = f2(l + l′)なので，

δ(n+ n′) = (l + l′) + Imu = (l + Imu) + (l′ + Imu) = δ(n) + δ(n′)

が成り立つ．また，r ∈ Rに対して rn = g1(rm), v(rm) = f2(rl)なので，

δ(rn) = rl + Imu = r(l + Imu) = rδ(n)

が成り立つ．
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以下，主張で与えられた列の完全性を示していく．

• Ker v での完全性：
g1 ◦ f1 = 0より Im f ′1 ⊆ Ker g′1 が成り立つので，逆の包含 Ker g′1 ⊆ Im f ′1 を示す．
m ∈ Ker v が g′1(m) = 0を満たすとする．このとき，g′1 の定義から g1(m) = 0である．従って，M1

における完全性からm = f1(l)を満たす l ∈ L1 が存在する．ここで，f2(u(l)) = v(f1(l)) = v(m) = 0

かつ f2 が単射なので u(l) = 0．よって，l ∈ Ker uかつ f ′1(l) = f1(l) = mが成り立つ．

• Coker v での完全性：
g2 ◦ f2 = 0より Im f2 ⊆ Ker g2 が成り立つので，逆の包含 Ker g2 ⊆ Im f2 を示す．
m+ Im v ∈ Coker vが g2(m+ Im v) = 0を満たすとする．このとき，g2 の定義から g2(m) + Imw = 0

つまり g2(m) ∈ Imw となる．従って，g2(m) = w(n)を満たす n ∈ N1 が存在する．また，g1 が全射
なので n = g1(m

′)を満たす m′ ∈ M1 が存在する．図式の可換性より g2(m) = w(n) = w(g1(m
′)) =

g2(v(m
′))となり，m− v(m′) ∈ Ker g2 = Im f2 である．よって，m− v(m) = f2(l)なる l ∈ L2 が存

在する．すると，

m+ Im v = (m− v(m)) + Im v = f2(l) + Im v = f2(l + Imu) ∈ Im f2

が成り立つ．

• Kerw での完全性：
m ∈ Ker v とする．定義より v(m) = f2(l) なる l ∈ L2 を取ったとき，δ(g′1(m)) = l + Imu であ
る．いま，mは Ker v の元なので f2(l) = v(m) = 0となる．f2 が単射であることから l = 0となり，
δ(g′1(m)) = 0が示される．以上より，Im g′1 ⊆ Ker δ が分かった．そこで，逆の包含 Ker δ ⊆ Im g′1 を
示す．
n ∈ Ker δ とする．n = g1(m)なるm ∈M1 と v(m) = f2(l)なる l ∈ L2 を取ったとき

l + Imu = δ(n) = 0,

つまり，l ∈ Imu となる．そこで l = u(a) (a ∈ L1) と表す．このとき，図式の可換性より v(m) =

f2(u(a)) = v(f1(a))となり，m− f1(a) ∈ Ker v となる．従って，g′1(m− f1(a)) = g1(m− f1(a)) =
g1(m) = nとなり，m ∈ Im g′1 が示された．

• Coker uでの完全性：
n ∈ Kerw とする．δ(n)は n = g1(m)なるm ∈M1 と v(m) = f2(l)なる l ∈ L2 を取ったとき

δ(n) = l + Imu

と定義されている．ここで，f2(δ(n)) = f2(l) + Im v = v(m) + Im v = 0となるので δ(n) ∈ Ker f2 と
なる．以上より，Im δ ⊆ Ker f2 が分かった．そこで，逆の包含 Ker f2 ⊆ Im δ を示す．
l + Imu ∈ Ker f2 とする．f2(l) + Im v = f2(l + Imu) = 0 より f2(l) = v(m) (m ∈ M1) と表せ
る．図式の可換性より w(g1(m)) = g2(v(m)) = g2(f2(l)) = 0 となり，g1(m) ∈ Kerw．このとき，
v(m) = f2(l)なので δ の定義より δ(g1(m)) = l + Imu となる．従って，逆の包含 Ker f2 ⊆ Im δ も示
された．

■
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定理 4.15 (ホモロジー長完全列). X•, Y•, Z• を鎖複体とし，f• : X• → Y•, g• : Y• → Z• を鎖写像と
する．さらに，全ての n ∈ Zに対して

0→ Xn
fn−→ Yn

gn−→ Zn → 0

が完全列であるとする．このとき，完全列

· · · → Hn+1(Z•)
δn+1−−−→ Hn(X•)

Hn(f•)−−−−→ Hn(Y•)
Hn(g•)−−−−→ Hn(Z•)

δn−→ Hn−1(X•)→ · · ·

が存在する．

証明. 可換図式
0 // Xn

fn //

dX
n

��
⟲

Yn+1
gn //

dY
n

��
⟲

Zn
//

dZ
n

��

0

0 // Xn−1
fn−1

// Yn−1 gn−1

// Zn−1
// 0

に蛇の補題（定理 4.14）を用いることで完全列

0→ Ker dXn
f ′
n−→ Ker dYn

g′
n−→ Ker dZn → Xn−1/ Im dXn

fn−1−−−→ Yn−1/ Im dYn
gn−1−−−→ Zn−1/ Im dZn → 0

を得る（f ′n の単射性は fn が単射であることから，gn−1 の全射性は gn−1 が全射であることから従う）．
n ∈ Zに対して可換図式

Xn/ Im dXn+1

fn //

dX
n

��
⟲

Yn/ Im dYn+1

gn //

dY
n

��
⟲

Zn/ Im dZn+1
//

dZ
n

��

0

0 // Ker dXn−1
f ′
n−1

// Ker dYn−1
g′
n−1

// Ker dZn−1

の上下の行は完全列なので蛇の補題（定理 4.14）を用いることで完全列

Ker dXn // Ker dYn // Ker dZn // Coker dXn // Coker dYn // Coker dZn

Hn(X•)
Hn(f•)

// Hn(Y•)
Hn(g•)

// Hn(Z•)
δn

// Hn−1(X•)
Hn−1(f•)

// Hn−1(Y•)
Hn−1(g•)

// Hn−1(Z•)

を得る． ■

最後に，Hom加群，テンソル積と完全列の関係について述べる．

命題 4.16. 0→ L
f−→M

g−→ N → 0を R加群の完全列とする．

(1) 任意の R加群 X に対して

0→ HomR(X,L)
f∗−→ HomR(X,M)

g∗−→ HomR(X,N)

は完全列．
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(2) 任意の R加群 X に対して

0→ HomR(N,X)
g∗

−→ HomR(M,X)
f∗

−→ HomR(L,X)

は完全列．

証明. (1) f∗ の単射性は補題 4.4(1)から分かる．また，g ◦ f = 0なので g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ = 0となる（命
題 3.7より）．
最後に Ker g∗ ⊆ Im f∗ を示す． ϕ ∈ Ker g∗ とする．このとき，g ◦ ϕ = 0 である．ここで，与えられた
列の完全性から Ker g = Im f かつ u : Im f

∼=−→ L が存在して f ◦ u = ig : Ker g = Im f → M となる．ま
た，補題 4.5(1) より，ある ϕ : X → Ker g が存在して ig ◦ ϕ = ϕ となる．このとき，u ◦ ϕ : X → L は
f∗(u ◦ ϕ) = f ◦ u ◦ ϕ = ig ◦ ϕ = ϕを満たす．従って，Ker g∗ = Im f∗ が示された．

(2)も同様の議論で示される（補題 4.4(1), 補題 4.5(1)の代わりに補題 4.4(2), 補題 4.5(2)を用いる）． ■

系 4.17. f :M → N を R準同型写像，X を R加群とする．このとき，以下の R同型が存在する：

(1) Ker(f∗ : HomR(X,M)→ HomR(X,N)) ∼= HomR(X,Ker f)

(2) Ker(f∗ : HomR(N,X)→ HomR(M,X)) ∼= HomR(Coker f,X)

証明. (1)完全列 0 → Ker f
if−→ M

f ′

−→ Im f → 0を考える．ただし，f ′ : M → Im f は f ′(m) = f(m)なる
写像．ここで，i : Im f → N を包含写像とすると i ◦ f ′ = f が成り立つ．命題 4.16より完全列

0→ HomR(X,Ker f)→ HomR(X,M)
f ′
∗−→ HomR(X, Im f)

が存在するので，命題 4.11(1) より HomR(X,Ker f) ∼= Ker(f ′∗) となる．今，i は単射なので
i∗ : HomR(X, Im f)→ HomR(X,N)も単射であり，

Ker f∗ = Ker(i∗ ◦ f ′∗) ∼= Ker(f ′∗)
∼= HomR(X,Ker f)

が示された．

(2)も同様の議論で示される． ■

命題 4.18. 0→ L
f−→M

g−→ N → 0を R加群の完全列とする．

(1) 任意の R加群 X に対して

L⊗R X
f⊗RidX−−−−−→M ⊗R X

g⊗RidX−−−−−→ N ⊗R X → 0

は完全列．
(2) 任意の R加群 X に対して

L⊗R X
idX⊗f−−−−→M ⊗R X

idX⊗g−−−−→ N ⊗R X → 0

は完全列．
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証明. N ⊗R X の元は ξ =
∑t

i=1 ni ⊗ xi の形をしている．g が全射なので ni = f(mi) (mi ∈M)と表せる．
このとき，(g⊗ idX)(

∑t
i=1mi⊗ xi) =

∑t
i=1 g(mi)⊗ xi =

∑t
i=1 ni⊗ xi = ξ となるので，g⊗X は全射．ま

た，g ◦ f = 0なので (g ⊗ idX) ◦ (f ⊗ idX) = (g ◦ f)⊗ idX = 0．
最後に，Ker(g ⊗ idX) ⊆ Im(f ⊗ idX) を示す．Im(f ⊗ idX) ⊆ Ker(g ⊗ idX) なので，定理 2.12(1) より

well-definedな R準同型写像

Φ : (M ⊗R N)/ Im(f ⊗ idX)→ N ⊗R X,

t∑
i=1

mi ⊗ xi + Im(f ⊗ idX) 7→
t∑

i=1

g(mi)⊗ xi

が定まる．この核は Ker(g ⊗ idX)/ Im(f ⊗ idX)なので，Φが単射（Φは全射なので同型射）であることを示
せば良い．そのために Φの逆写像を構成する．写像

ψ : N ×X →M ⊗R N/ Im(f ⊗ idX)

を f(n, x) = m⊗ x+ Im(f ⊗ idX)（ただし g(m) = n）で定める．f が well-definedであることを示すために
g(m) = g(m′) = nなるm,m′ ∈M をとる．このときm−m′ ∈ Ker g = Im f より，m−m′ = f(l) (l ∈ L)
と表せる．従ってm⊗ x−m′ ⊗ x = (m−m′)⊗ x = f(l)⊗ x = (f ⊗ idX)(l⊗ x) ∈ Im(f ⊗ idX)となり，ψ
が well-definedであることが分かる．構成から ψ は R双線型写像である．従って，定理 3.11より R準同型
写像

Ψ : N ⊗R X → (M ⊗R X)/ Im(f ⊗ idX),

t∑
i=1

ni ⊗ xi 7→
t∑

i=1

mi ⊗ xi

が定まる．ただし，mi ∈M は g(mi) = ni を満たす元．定義から，Ψ ◦Φ = id(M⊗RN)/ Im(f⊗idX) を満たすこ
とが容易に分かる．このことから Φが単射となることが分かる．

(2)命題 3.15(3)と (1)より従う． ■

系 4.19. f :M → N を R準同型写像，X を R加群とする．このとき，以下の R同型が存在する：

(1) Coker(f ⊗ idX) ∼= Coker f ⊗R X

(2) Coker(idX ⊗ f) ∼= X ⊗R Coker f

証明. 完全列 0→ Im f
i−→ N

πf−−→ Coker f → 0を考える．ただし，iは包含写像．ここで，f ′ : M → Im f を
f ′(m) = f(m)なる写像とすると，i ◦ f ′ = f が成り立つ．命題 4.18より完全列

(Im f)⊗R X
i⊗idX−−−−→ N ⊗R X

πf⊗idX−−−−−→ (Coker f)⊗R X → 0

が存在するので，命題 4.11(2)より (Coker f)⊗RX ∼= Coker(i⊗ idX)となる．ここで，再び命題 4.18より全射
f ′ :M → Im f から全射 f ′⊗ idX :M ⊗RX → (Im f)⊗RX を得るので Im(f ⊗ idX) = Im((i ◦ f ′)⊗ idX) =

Im((i⊗ idX) ◦ (f ′ ⊗ idX)) = Im(i⊗ idX)となる．以上の議論から

Coker(f ⊗ idX) = (N ⊗R X)/ Im(f ⊗ idX) = (N ⊗R X)/ Im(i⊗ idX) = Coker(i⊗ idX) ∼= (Coker f)⊗R X

が示される． ■
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系 4.20. M を R加群，I を Rのイデアルとする．このとき，R同型

M ⊗R (R/I) ∼=M/IM

が存在する．特に，Rのイデアル I, J に対して

(R/I)⊗R (R/J) ∼= R/(I + J)

が存在する．

証明. i : I → Rを包含写像とすると，Coker i = R/I．従って，系 4.19より

M ⊗R R/I ∼= Coker(idM ⊗ i) = (M ⊗R)/(Im(idM ⊗ i)) ∼=M/IM

が成り立つ．最後の同型は命題 3.15(1)より従う． ■

注意. 命題 4.16, 命題 4.18の性質をそれぞれ「Hom関手の左完全性」，「テンソル関手の右完全性」と呼
ぶ．また，以下の例が示すように命題 4.16の右の写像の全射性, 命題 4.18の左の写像の単射性は一般に
言えない．

例 4.21. (1) Z加群の完全列 0→ Z i−→ Q π−→ Q/Z→ 0を考える．ただし，iは包含写像，π は自然な
全射．このとき

0→ HomZ(Q/Z,Z)
π∗

−→ HomZ(Q,Z)
i∗−→ HomZ(Z,Z)

は命題 4.16より完全列．例 3.5(1)(3)より HomZ(Z,Z) = Z, HomZ(Q,Z) = 0なので i∗ は全射で
はない（全射ならば Z = 0となってしまう）．

(2) Z加群の完全列 0→ 2Z i−→ Z π−→ Z/2Z→ 0を考える．ただし，iは包含写像，π は自然な全射．こ
のとき

0→ HomZ(Z/2Z, 2Z)
π∗

−→ HomZ(Z/2Z,Z)
i∗−→ HomZ(Z/2Z,Z/2Z)

は命題 4.16 より完全列となる．命題 3.3 より HomZ(Z/2Z,Z) = 0, HomZ(Z/2Z,Z/2Z) ∼= Z/2Z
なので i∗ は全射ではない（全射ならば Z/2Z = 0となってしまう）．

(3) Z加群の完全列 0→ Z ×2−−→ Z π−→ Z/2Z→ 0を考える．×2は 2倍する写像，πは自然な全射．この
とき

Z⊗Z (Z/2Z) ×2−−→ Z⊗Z (Z/2Z)
π⊗idZ/2Z−−−−−→ (Z/2Z)⊗Z (Z/2Z)→ 0

は命題 4.18より完全列となる．ここで，Z/2Z ∼= Z⊗Z (Z/2Z)上の 2倍写像は単射でない．

完全列 0 → L
f−→ M

g−→ N → 0 と R 準同型写像 X に対して g∗ : HomR(X,M) → HomR(X,N),

f∗ : HomR(M,X) → HomR(L,X)が全射からどれぐらい遠いか，f ⊗ idX : L⊗R X → M ⊗R X がどれぐ
らい単射から遠いかは Ext加群，Tor加群と呼ばれる加群を用いて制御される．これらの加群はホモロジー代
数学で重要な役割を果たす．この内容は後章で扱う予定である．
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4.6 鎖複体のホモトピー
例 4.8 で述べたように，鎖複体においてはホモロジー加群が重要な情報を持っていると考えることができ
る．もちろん同型な複体は同型なホモロジー加群を持つので，そのような重要な情報が保たれる．この節では
後のために，同型よりも弱いがホモロジー加群を保つホモトピー同値の概念を導入する．

定義 4.22. f•, g• : X• → Y• を R加群の鎖写像とする．
R準同型写像 sn : Xn → Yn+1 (n ∈ Z)の列 s = (sn)n∈Z が

fn − gn = sn−1 ◦ dXn + dYn+1 ◦ sn (∀n ∈ Z)

を満たすとき，sを f• と g• の間のホモトピー（homotopy）と呼ぶ．
f• と g• の間のホモトピーが存在するとき，f• と g• はホモトピック（homotopic）であるといい，
f• ∼ g• と表す．

定義 4.23. f• : X• → Y• を R加群の鎖写像とする．
f• がホモトピー同値であるとは，「ある鎖写像 g• : Y• → X• が存在して，g• ◦ f• ∼ idX• かつ
f• ◦ g• ∼ idY•」が成り立つときに言う．
ホモトピー同値な鎖写像 f• : X• → Y• が存在するとき，X• と Y• はホモトピー同値であるといい，
X• ∼ Y• と表す．

以下の二つの事実が示すように，ホモトピーの概念はホモロジーと非常に相性が良い：

命題 4.24. f•, g• : X• → Y• がホモトピックならば，任意の n ∈ Zに対して Hn(f•) = Hn(g•)が成り
立つ．

証明. Hn(X•)の任意の元 x+ Im dXn+1 (x ∈ Ker dXn )に対して

Hn(f•)(x+ Im dXn+1) = Hn(g•)(x+ Im dXn+1)

ここで，Hn(f•), Hn(g•)の定義を思い出すとHn(f•)(x+Im dXn+1) = fn(x)+Im dYn+1, Hn(g•)(x+Im dXn+1) =

gn(x) + Im dYn+1 である．従って，

fn(x) + Im dYn+1 = gn(x) + Im dYn+1 (⇐⇒ fn(x)− gn(x) ∈ Im dYn+1)

を示せば良い．
s = (sn)n∈Z を f• と g• の間のホモトピーとすると，fn − gn = sn−1 ◦ dXn + dYn+1 ◦ sn なので

fn(x)− gn(x) = sn−1(d
X
n (x)) + dYn+1(sn(x)) = dYn+1(sn(x)) ∈ Im dYn+1

となる（二つ目の等式は x ∈ Ker dXn より dXn (x) = 0となることから分かる）．よって，任意の x+ Im dXn+1 ∈
Hn(X•)に対して

Hn(f•)(x+ Im dXn+1) = fn(x) + Im dYn+1 = gn(x) + Im dYn+1 = Hn(g•)(x+ Im dXn+1)
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が示されたので，Hn(f•) = Hn(g•)． ■

系 4.25. X• と Y• がホモトピー同値ならば，任意の n ∈ Zに対して Hn(X•) ∼= Hn(Y•)が成り立つ．

証明. X• と Y• がホモトピー同値なので，鎖写像 f• : X• → Y• と g• : Y• → X• が存在して，g• ◦ f• ∼ idX• ,

f• ◦ g• ∼ idY•．系 4.25より

Hn(g•) ◦ Hn(f•) = Hn(g• ◦ f•) = Hn(idX•) = idHn(X•)

Hn(f•) ◦ Hn(g•) = Hn(f• ◦ g•) = Hn(idY•) = idHn(Y•)

が成り立つ．従って，Hn(f•) : Hn(X•)
∼=−→ Hn(Y•)は R同型． ■

演習問題
問題 4.1. 定理 4.14において，

(1) Ker f ′1
∼= Ker f1

(2) Coker g2 ∼= Coker g2

を示せ．従って，完全列

Ker f1
i−→ Ker u

f ′
1−→ Ker v

g′
1−→ Kerw

δ−→ Coker u
f2−→ Coker v

g2−→ Cokerw
π−→ Coker g2

が存在する．

問題 4.2. 命題 4.18の証明中の ψ が R双線型写像となることを示せ．

問題 4.3. f : L→M, g :M → N を R準同型写像とする．このとき，完全列

0→ Ker f → Ker(g ◦ f)→ Ker g → Coker f → Coker(g ◦ f)→ Coker g → 0

が存在することを示せ．
ヒント：適当な可換図式に蛇の補題を用いる．

問題 4.4. 0でないアーベル群M に対して

• M がねじれ無し（torsion-free）
:⇐⇒ 任意の 0 6= n ∈ Zと x ∈M に対して「nx = 0ならば x = 0」が成り立つ

• M が可除群（divisible group）
:⇐⇒ 任意の 0 6= n ∈ Zと x ∈M に対して x = ny となる y ∈M が存在する

と定義する．
このとき，以下の問に答えよ：

(1) 0でない整数 nに対して，nZがねじれ無しであることを示せ．また，Z/nZがねじれ無しでないことを
示せ．
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(2) Q/Z,Qが可除群であることを示せ．また，Zが可除群でないことを示せ．
(3) アーベル群の完全列

0→ L→M → N → 0

において，
(i) Lと N がねじれ無しならばM もねじれ無しである．
(ii) Lと N が可除群ならばM も可除群である．
を示せ．
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5 射影加群
環論やその他周辺分野においては，環上の加群のテンソル積や Hom加群が重要な役割を果たす．しかし，
例 4.21で見たようにテンソル積や Hom加群は単完全列を保たないので，ホモロジー代数のテクニックをそ
のままテンソル積や Hom加群に適用するには困難が伴う．そこで，テンソル積が Hom加群を取った時にテ
ンソル席が保たれるような加群である平坦加群，射影加群，入射加群を考え，これらを用いて加群を近似する
という手法が考えられる．この方法でテンソル積や Hom加群を一般化する Tor加群や Ext加群の概念が定
義される．この章では射影加群と Tor加群に絞って解説する．
以下，Rを環とする．

5.1 射影加群

定義 5.1. R 加群 P が射影加群（projective module）であるとは，以下の同値な条件のいずれか
（従って両方）を満たすときに言う：

(i) 任意の全射 R準同型写像 p : M → N と任意の R準同型写像 f : P → N に対して，p ◦ g = f と
なる R準同型写像 g : P →M が存在する．

(ii) 任意の全射 R準同型写像 p :M → N に対して，

p∗ : HomR(P,M)→ HomR(P,N), g 7→ p ◦ g

が全射．

命題 5.2. 自由加群は射影加群である．

証明. 自由加群 P ∼= R(Λ) を考える．全射 R準同型写像 p :M → N と R準同型写像 f : P → N に対して可
換図式

HomR(P,M)
p∗ //

∼ =

HomR(P,N)

∼ =

HomR(R
(Λ),M)

p∗ //

∼ =

HomR(R
(Λ), N)

∼ =

MΛ

pΛ

// NΛ

を得る．ここで，下の縦の同型は命題 3.4(3)の同型であり，pΛ :MΛ → NΛ は pΛ((mλ)λ∈Λ) = (p(mΛ))λ∈Λ

なる写像である．pが全射なので，pΛ が全射になることは容易に分かる．従って，図式の可換性より 1行目
の p∗ も全射となる． ■

系 5.3. 任意の R加群 P に対して，ある射影加群 P と全射 R準同型写像 p : P →M が存在する．

証明. 補題 2.19により，自由加群 P と全射 p : P →M が存在する．命題 5.2により自由加群 P は射影加群
なので主張が示された． ■
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次に，命題 5.2の “ほぼ”逆も成り立つことを見る．そのために以下の補題が必要になる：

補題 5.4. 0→ L
f−→M

g−→ N → 0を R加群の完全列とする．このとき，次の条件は同値である：

(1) ある R準同型写像 s : N →M が存在して g ◦ s = idN となる．
(2) ある R準同型写像 r :M → Lが存在して r ◦ f = idL となる．

さらに，この条件のどちらか一方（従って両方）が成り立つとき，R同型M ∼= L⊕N が存在する．

証明. (1) =⇒ (2)を示す（(2) =⇒ (1)も同様）．
m ∈M に対して，g(m− s(g(m))) = g(m)− g(s(g(m))) = g(m)− g(m)よりm− s(g(m)) ∈ Im f とな
る． 従って，m− s(g(m)) = f(l)なる l ∈ Lがただ一つ存在する．この lを r(m) := lと書くことにすると，
写像 r :M → Lが定まる．定義より，任意のm ∈M に対して f(r(m)) = m− s(g(m))が成り立つ．

r は R準同型：
a ∈ R, m,m′ ∈M を考える．

• f(r(m+m′)) = (m+m′)−s(g(m+m′)) = (m−s(g(m)))+(m′−s(g(m′))) = f(r(m))+f(r(m′)) =

f(r(m) + r(m′))と f の単射性より r(m+m′) = r(m) + r(m′)が成り立つ．
• f(r(am)) = (am) − s(g(am)) = a(m − s(g(m))) = af(r(m)) = f(ar(m)) と f の単射性より，
r(am) = ar(m)が成り立つ．

以上より，r は R準同型となる．
r ◦ f = idL：
l ∈ Lに対して，f(l)− s(g(f(l))) = f(l)となるので r の定義より r(f(l)) = l．従って，r ◦ f = idL．

条件 (1)が満たされているとする．上の証明より R準同型 r :M → Lが存在して，r ◦ s = 0, r ◦ f = idL,

s ◦ g + f ◦ r = idM が成り立つ．このとき，準同型写像

M ∼= L⊕N

∈ ∈

m 7−→ (r(m), g(m))
f(l) + s(n) 7−→ (l, n)

が同型を与える． ■

以下の命題により，“ほぼ”「射影加群=自由加群」であることが分かる（Rがただ一つの極大イデアルを持
つ環または PIDのとき，射影加群と自由加群は本当に等しくなる）*1．

命題 5.5. R加群 P に対して，

P が射影加群⇐⇒ある R加群 P ′ が存在して P ⊕ P ′ は自由加群と同型となる

*1 しかし，「自由加群でない射影加群がどれぐらいあるか」という問題も非常に重要な問題である（cf. 代数的 K理論）．そのような
加群の一つの例は問題 5.3で与えられる．
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証明. (=⇒)：補題 2.19 より，自由加群 F と全射 R 準同型 p : F → P が存在する．ここで，短完全列
0→ Ker p→ F

p−→ P → 0を考える．P が射影加群で pが全射なので，ある R準同型 r : P → F が存在して
p ◦ r = idP が成り立つ．従って，補題 5.4より R同型 F ∼= P ⊕ Ker pが存在する．

(⇐=)：P ⊕ P ′ が自由加群 F と同型であるとする．全射 R準同型 f : X → Y に対して可換図式

HomR(F,X)
f∗ / /

∼ =

HomR(F, Y )

∼ =

HomR(P ⊕ P ′, X)
f∗ //

∼ =
HomR(P ⊕ P ′, Y )

∼ =

HomR(P,X)⊕ HomR(P
′, X)

f∗ //

π
��

HomR(P, Y )⊕ HomR(P
′, Y )

π
��

HomR(P,X)
f∗ // HomR(P, Y )

を考える．ただし，π は第 1 成分を対応させる全射．自由加群 F は射影加群なので f∗ : HomR(F,X) →
HomR(F, Y ) が全射となり，この可換図式より f∗ : HomR(P,X) → HomR(P, Y ) も全射であることが分か
る．従って，P は射影加群． ■

射影加群は “ほぼ”自由加群なので以下の事実も同様に示される：

命題 5.6. f :M → N を単射 R準同型写像，P を射影加群とする．このとき，f ⊗R idP :M ⊗R P →
N ⊗R P は単射である．

証明. P が自由加群（P ∼= R(Λ)）のとき：
このとき，可換図式

M ⊗R P 　
f⊗idP //

∼ =

N ⊗R P 　

∼ =

M ⊗R R
(Λ)　

f⊗Rid
R(Λ)//

∼ =

N ⊗R R
(Λ)　

∼ =

M (Λ)

f(Λ)

// N (Λ)

が存在する．ここで，下の縦の同型は命題 3.15(4)のものである．また，f (Λ)((mλ)λ∈Λ) = (f(mλ))λ∈Λ であ
る．すると，f が単射であることから f (Λ) も単射になることが分かる．従って，この可換図式から f ⊗R idP

は単射になる．

P が一般の射影加群のとき：
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命題 5.6より，ある R加群 P ′，自由加群 F，R同型 P ⊕ P ′ ∼= F が存在する．このとき，可換図式

M ⊗R F 　
f⊗idF //

∼ =

N ⊗R F 　

∼ =

M ⊗R (P ⊕ P ′)　
f⊗idP⊕P ′ / /

∼ =

N ⊗R (P ⊕ P ′)　

∼ =

(M ⊗R P )⊕ (M ⊗R P
′)
(f⊗idP )⊕(f⊗idP ′ )//

��

(N ⊗R P )⊕ (N ⊗R P
′)

��
M ⊗R P

f⊗idP

// N ⊗R P

が存在する．ここで，最も下の縦の写像は第一成分を対応させる写像である．上で示したことから f ⊗ idF が
単射となるので，図式の可換性から f ⊗ idP も単射であることが分かる． ■

5.2 射影分解
次に，一般の加群を射影加群という良い加群を用いて近似する射影分解を導入する．

定義 5.7. M を R加群とする．
鎖複体 P• = (· · · d3−→ P2

d2−→ P1
d1−→ P0 → 0)が以下の条件を満たすとき，P• をM の射影分解と呼ぶ：

(i) 任意の nに対して Pn は射影加群
(ii) 任意の n > 0に対して P• は Pn で完全
(iii) H0(P•) ∼=M（つまり，Coker(d1) ∼=M）

補題 5.8. M を R 加群とする．鎖複体 P• = (· · · d3−→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0 → 0)に対して以下の条件は
同値：

(1) P• がM の射影分解
(2) ある R準同型写像 p : P0 →M が存在して，

· · · d3−→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0
p−→M → 0

が完全列になる．

証明. 定義から容易に分かる（射影分解 P• に対して p : P0 →M を自然な全射とする）． ■

コメント. M を射影分解は以下のようにして構成することができる：

• M を生成する元の族 {xλ}λ∈Λ0 を取ると，全射

p : P0 := R(Λ) →M, (aλ)λ∈Λ0 7→
∑
λ∈Λ0

aλxλ

を得る．
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• Ker pを生成する元の族 {yλ}λ∈Λ1
を取ると，全射

P1 := R(Λ1) → Ker p, (aλ)λ∈Λ1
7→
∑
λ∈Λ1

aλyλ

を得る．この全射と包含写像 Ker p ↪→ P0 の合成を d1 : P1 → P0 とすると，

P1
d1−→ P0

p−→M → 0

は完全列．
• Ker d1 を生成する元の族 {zλ}λ∈Λ2

を取ると，全射

P2 := R(Λ2) → Ker d1, (aλ)λ∈Λ2
7→
∑
λ∈Λ2

aλzλ

を得る．この全射と包含写像 Ker d1 ↪→ P1 の合成を d2 : P2 → P1 とすると，

P2
d2−→ P1

d1−→ P0
p−→M → 0

は完全列．
• 以下同様の操作を繰り返す．

この方法で，PID上の加群の射影分解について以下のことが分かる：

命題 5.9. R を PID とする．このとき，任意の R 加群 M は長さが 1 の射影分解 P• = (0 → P1 →
P0 → 0)を持つ．

証明. 以下の事実を認める：「Rが PIDのとき，自由加群の部分加群も自由加群である」*2

自由加群 P0 からの全射 p : P0 → M を考えると，上の事実より P1 := Ker pは自由加群となる．従って，
完全列 0→ P1 → P0 →M → 0を得るので，P• = (0→ P1 → P0 → 0)はM の射影分解となる． ■

例 5.10. (1) Z加群

M = Z/a1Z⊕ Z/a2Z⊕ · · · ⊕ Z/atZ (a1, a2, . . . , at ∈ Z)

を考える（定理 2.28より，全ての有限生成 Z加群はこの形の加群と同型）．
• M は ei := (a1Z, . . . , 1 + aiZ, . . . , atZ) (i = 1, 2, . . . , t)で生成される．従って，全射

p : P0 := Zn →M, (x1, x2, . . . , xn) 7→
n∑

i=1

xiei = (x1 + a1Z, x2 + a2Z, . . . , xt + atZ)

*2 自由加群 F が有限生成のとき，F の部分加群M も有限生成となるので，定理 2.27より
M ∼= Rk ⊕R/a1R⊕ · · · ⊕R/arR (0 ̸= ai ∈ R)

と表せる．R/aiR の元は ai 倍すると 0 になる．しかし，F にはそのような元が存在しないのでM ∼= Rk となり，自由加群 F

の部分加群M も自由加群．
F が有限生成ではないとき，この主張の証明はもっと難しい（Zornの補題を使う）．
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を得る．
• Ker p = a1Z⊕ a2Z⊕ · · · ⊕ atZとなり，これは fi := (0, . . . , at, . . . , 0) (i = 1, 2, . . . , t)で生成
される．従って，全射

P1 := Zn → Ker p, (x1, x2, . . . , xn) 7→
n∑

i=1

xifi = (x1a1, x2a2, . . . , xtat)

を得る．この全射と包含写像 Ker p ↪→ P0 の合成

d1 : P1 → P0, (x1, x2, . . . , xn) 7→ (x1a1, x2a2, . . . , xtat)

を考えると，
P1

d1−→ P0
p−→M → 0

は完全列．
• Ker(d1) = 0なので，完全列

0→ P1
d1−→ P0

p−→M → 0

を得る．
従って，M は射影分解 P• := (0→ P1

d1−→ P0 → 0)を持つ．

(2) Fを体とする．自然数 n ≥ 1に対して環 R = F[x]/(xn)を考える．a ∈ Rに対して

axi = 0⇐⇒ a ∈ xn−iR

が成り立つことに注意しておく（各自チェックせよ）．
R加群M = R/xiR (i = 1, 2, . . . , n)を考える．

• M は 1 + xiRで生成されるので，全射

p : P0 := R→M, a 7→ a+ xiR

を得る（これは自然な全射である）．
• Ker p = xiRは xi で生成されるので，全射

P1 := R→ Ker p, a 7→ axi

を得る．この全射と包含写像 Ker p ↪→ P0 の合成

d1 : P1 → P0, a 7→ axi

を考えると，
P1

d1−→ P0
p−→M → 0

は完全列．
• Ker d1 = {a ∈ R | axi = 0} = xn−iRは xn−i で生成されるので，全射

P2 := R→ Ker d1, a 7→ axn−i
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を得る．この全射と包含写像 Ker d1 ↪→ P1 の合成

d2 : P2 → P1, a 7→ axn−i

を考えると，
P2

d2−→ P1
d1−→ P0

p−→M → 0

は完全列．
• 以後同様のことを繰り返すと，M の射影分解

P• := (· · · xn−i

−−−→ R
xi

−→ R
xn−i

−−−→ R
xi

−→ R→ 0)

を得る．
実は補題 2.19により R = F[x]/(xn)の有限生成加群は全て

(R/(x))m1 ⊕ (R/(x2))m2 ⊕ · · · ⊕ (R/(xn))mn (m1,m2, . . . ,mn ∈ N)

の形をしていることが分かるので，この計算により全ての有限生成 R加群の射影分解を計算するこ
とができる．

与えられた加群の射影分解は一通りには決まらない．例えば，

(0→
1

R
( 01 )−−→

0

R2 → 0), (0→
0

R→ 0)

はどちらも Rの射影分解である．しかし，ホモトピー同値の意味では一通りに決まる：

命題 5.11. M を R加群，P•, Q• をM の射影分解とする．

(1) ある鎖写像 f• : P• → Q• が存在して，q ◦ f0 = pが成り立つ．ただし，p : P0 → M , q : Q0 → M

は自然な全射．
(2) P• と Q• はホモトピー同値である．

証明. (1) fn を順に構成していく．

• n < 0のとき fn = 0と定める．
• P0 は射影加群で q : Q0 →M は全射なので，ある R準同型 f0 : P0 → Q0 が存在して q ◦ f0 = pが成
り立つ．

• q ◦ f0 = pより f0(Ker p) ⊆ Ker q となる．また，P1 が射影加群で dQ1 : Q1 → Im dQ1 = Ker q は全射な
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ので，以下の図式を可換にする R準同型 f1 : P1 → Q1 が存在する：

Q1

dQ
1 // Im dQ1 Ker q

Ker p

f0

OO

Im dP1

P1

dP
1

OOf1

QQ

このとき，図式
P1

dP
1 //

f1

��

P0

f0

��
Q1

dQ
1

// Q0

は可換になる．
• dQ1 ◦f1 = f0◦dP1 より f1(Ker d

P
1 ) ⊆ Ker dQ1 となる．また，P2が射影加群で dQ2 : Q2 → Im dQ2 = Ker dQ1

は全射なので，以下の図式を可換にする R準同型 f2 : P2 → Q2 が存在する：

Q2

dQ
2 // Im dQ2 Ker dQ1

Ker dP1

f1

OO

Im dP2

P2

dP
2

OOf2

QQ

このとき，図式
P1

dP
1 //

f1

��

P0

f0

��
Q1

dQ
1

// Q0

は可換になる．
• 以後同様の構成を繰り返していくことで，条件を満たす鎖写像 f• : P• → Q• が定まる．

(2) まずは以下の主張を示す：

主張. 鎖写像 f•, g• : P• → Q• が q ◦ f0 = p, q ◦ g0 = pを満たすとする．このとき，f• ∼ g• である．

主張の証明. ホモトピー sn : Pn → Qn+1 を順に構成していく．

• n < 0のとき，sn = 0と定める．
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• q ◦ f0 = p = q ◦ g0 より q ◦ (f0 − g0) = 0となる．従って，Im(f0 − g0) ⊆ Ker q となる．ここで，P0

が射影加群で dQ1 : Q1 → Im dQ1 が全射なので，以下の図式を可換にする R準同型 s0 : P0 → Q1 が存
在する：

Q1

dQ
1 // Im dQ1 Ker q

P0

f0−g0

OO

s0

bb

このとき，
f0 − g0 = dQ1 ◦ s0 = s−1 ◦ dP0 + dQ1 ◦ s0

が成り立つ（dP0 = 0 : P0 → P−1 = 0）．
• dQ1 ◦ (f1 − g1) = (f0 − g0) ◦ dP1 = (dQ1 ◦ s0) ◦ dP1 = dQ1 ◦ (s0 ◦ dP1 )より dQ1 ◦ (f1 − g1 − s0 ◦ dP1 ) = 0

となり，Im(f1 − g1 − s0 ◦ dP1 ) ⊆ Ker dQ1 を得る．ここで，P1 が射影加群で dQ2 : Q2 → Im dQ2 は全射
なので，以下の図式を可換にする R準同型 s1 : P1 → Q2 が存在する：

Q2

dQ
2 // Im dQ2 Ker dQ1

P1

f1−g1−s0◦dP
1

OO

s1

bb

このとき，
f1 − g1 = s2 ◦ dP1 + dQ2 ◦ s1

が成り立つ．
• 以後同様の構成を繰り返していくことで，f• と g• の間のホモトピー s = (sn)n∈Z を得る．□

(1)により，鎖写像 f• : P• → Q•, g• : Q• → P• が存在して q ◦ f0 = p, p ◦ g0 = q が成り立つ．このとき，
p ◦ (g0 ◦ f0) = q ◦ f0 = p = p ◦ (idP•)0 が成り立つので主張より g• ◦ f• ∼ idP• となる．同様に f• ◦ g• ∼ idQ•

も分かる．従って，P• と Q• はホモトピー同値． ■

最後に射影分解に関する基本的な事実を紹介する：

命題 5.12 (Horseshoe lemma). 0 → L
f−→ M

g−→ N → 0 を R 加群の完全列，PL
• , PN

• をそれぞれ
L,N の射影分解とする．このとき，M の射影分解 PM

• ，鎖写像 f• : PL
• → PM

• , g• : PM
• → PN

• が存
在して，以下の条件を満たす：

• 以下の図式が可換：
L

f // M
g // N

PL
0 f0

//

OO

PM
0 f0

//

OO

PN
0

OO

• 任意の n ≥ 0に対して 0→ PL
n

fn−→ PM
n

gn−→ PN
n → 0が完全列．
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コメント. Horseshoe lemma（horseshoe =蹄鉄）という名前は初めに与えられた以下の図式が蹄鉄の
形に似ていることから来ている：

0 0

0 // L
f //

OO

M
g // N

OO

// 0

PL
0

pL

OO

PN
0

pN

OO

PL
1

dL
1

OO

PN
1

dN
1

OO

PL
2

dL
2

OO

PN
2

dN
2

OO

...

dL
3

OO

...

dN
3

OO

命題 5.12の証明.

• PN
0 が射影加群なので，ある R準同型写像 s : PN

0 →M が存在して，g ◦ s = pN が成り立つ．このと
き，PM

0 , pM : PM
0 →M , f0 : PL

0 → PM
0 , g0 : PM

0 → PN
0 を以下のように定義する：

– PM
0 := PL

0 ⊕ PN
0

– pM := (f ◦ pL, s) : PM
0 →M, (x, y) 7→ f(pL(x)) + s(y)

– f0 : PL
0 → PM

0 , x 7→ (x, 0)

– g0 : PM
0 → PN

0 , (x, y) 7→ y

このとき，図式

0 // L
f // M

g // N // 0

0 // PL
0 f0

//
pL

OO

PM
0 f0

//
pM

OO

PN
0

pN

OO

// 0

(∗)

は可換，各列が完全，かつ縦の写像は全射である．
• (∗)に蛇の補題（定理 4.14）を用いると，完全列

0→ Ker(pL)→ Ker(pM )→ Ker(pN )→ 0

を得る．図式

0 // Ker(pL) // Ker(pM ) // Ker(pN ) // 0

PL
1

dL
1

OO

PN
1

dL
1

OO

に対して上の構成と同様にして PM
1 , dM1 : PM

1 → Ker(pM ), f1 : PL
1 → PM

1 , g1 : PM
1 → PN

1 を構成

65



することができる．このとき，図式

0 / / Ker(pL) // Ker(pM ) // Ker(pN ) // 0

0 // PL
1

dL
1

OO

f1 // PM
1

g1 //

dM
1

OO

PN
1

dL
1

OO

// 0

は可換，各列が完全，かつ縦の写像は全射である．可換図式

0 // PL
0 f0

// PM
0 f0

// PN
0

// 0

0 / / Ker(pL) //

OO

Ker(pM ) //

OO

Ker(pN ) //

OO

0

0 // PL
1

dL
1

OO

f1 // PM
1

g1 //

dM
1

OO

PN
1

dL
1

OO

// 0

をつなげることで，可換図式

0 // PL
0

f0 // PM
0

g0 // PN
0

// 0

0 // PL
1

dL
1

OO

f1 // PM
1

g1 //

dM
1

OO

PN
1

dL
1

OO

// 0

を得る．
• 以後同様にして PM

n , dMn : PM
n → PM

n−1, fn : PL
n → PM

n , gn : PM
n → PN

n を構成すると，
– M の射影分解 PM

• := (· · · → PM
2

dM
2−−→ PM

1

dM
1−−→ PM

0 → 0)

– 鎖写像 f• : PL
• → PM

• , g• : PM
• → PN

•

が得られ，条件を満たす．

■

5.3 Tor加群
R加群の単完全列 0→ L

f−→M
g−→ N → 0と R加群 X に対して，

L⊗R X
f⊗RidX−−−−−→M ⊗R X

g⊗RidX−−−−−→ N ⊗R X → 0

は完全である．この節では，f ⊗R idX が単射からどれぐらい遠いかを測る Tor加群を導入する．

定義 5.13. M,N を R 加群，n ∈ Z とする．このとき，M と N の n 番目のaTor 加群（nth Tor

module）TorRn (M,N)を以下のように定義する：

M の射影分解 P• を取り，
TorRn (M,N) := Hn(P• ⊗R N)

と定義する．
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ここで，P• ⊗R N は

P• ⊗R N = (· · ·P2 ⊗R N
d2⊗idN−−−−−→ P1 ⊗R N

d1⊗idN−−−−−→ P0 ⊗R N → 0)

なる鎖複体である．従って，

TorRn (M,N) = Ker(dn ⊗ idN )/ Im(dn+1 ⊗ idN )

と表すことができる．

a Torという名前は torsion（ねじれ）から取られている

注意. n < 0のとき Pn = 0なので，TorRn (M,N) = 0となる．

射影分解は一通りには決まらないが，それを用いて定義される Tor加群は一通りに決まる：

命題 5.14. TorRn (M,N) は M の射影分解の取り方によらない（どの射影分解を取っても全て同型に
なる）．

証明. P•, Q• をM の射影分解とする．このとき，命題 5.11(2)より P• と Q• はホモトピー同値になる．こ
のことから，P• ⊗R N と Q• ⊗R N もホモトピー同値であることが分かる（一般に，s = (sn)n∈Z が f• と g•

の間のホモトピーのとき，s⊗ idN := (sn⊗ idN )n∈Z は f•⊗ idN と g•⊗ idN の間のホモトピーとなる）．従っ
て，系 4.25より

Hn(P• ⊗R N) ∼= Hn(Q• ⊗R N)

が成り立つ． ■

Tor加群の基本的な性質を述べる：

命題 5.15. (1) TorR0 (M,N) ∼=M ⊗R N

(2) P が射影加群のとき，全ての n 6= 1に対して TorRn (P,N) = 0

(3) TorRn (M,N) ∼= TorRn (N,M)

(4) TorRn (
⊕

λ∈ΛMλ, N) ∼=
⊕

λ∈Λ TorRn (Mλ, N)

証明. (1) P• をM の射影分解とする．このとき，定義から

TorR0 (M,N) = H0(P• ⊗R N) = H0(· · · →
1

P1 ⊗R N
d1⊗idN−−−−−→

0

P0 ⊗R N → 0)

= Coker(P1 ⊗R N
d1⊗idN−−−−−→ P0 ⊗R N)

∼= Coker(P1
d1−→ P0)⊗R N

∼=M ⊗R N

ここで，2行目の同型は系 4.19による．
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(2) P は射影分解 P• = (0→
0

P → 0)を持つ．従って，n 6= 1に対して

Torn(P,N) = Hn(P• ⊗R N) = Hn(0→
0

P ⊗R N → 0) ∼= 0

が成り立つ．

(3) 略

(4) Pλ,• をMλ の射影分解とする．このとき，各番号ごとの直和を取ることで，
⊕

λ∈ΛMλ の射影分解 P• を
得る（Pn =

⊕
λ∈Λ Pλ,n）．この射影分解を用いれば

TorRn (
⊕
λ∈Λ

Mλ, N) = Hn(P• ⊗R N) ∼=
⊕
λ∈Λ

Hn(Pλ,• ⊗R N) =
⊕
λ∈Λ

TorRn (Mλ, N)

が示される． ■

命題 5.16. Rが PIDのとき，任意の R加群M,N と n ≥ 2に対して TorRn (M,N) = 0．

証明. 命題 5.9よりM は射影分解 P• = (0→ P1 → P0 → 0)を持つ．従って，n ≥ 2のとき

TorRn (M,N) = Hn(P• ⊗R N) = Hn(0→
1

P1 ⊗R N →
0

P0 ⊗R N → 0) = 0.

となる． ■

例 5.17. (1) Rを整域とする．0 6= a ∈ Rに対して R加群 R/aRを考える．このとき，R/aRは射影
分解 P• = (0→

1

R
a−→

0

R→ 0)を持つ．従って，R加群 N に対して

TorRn (R/aR,N) ∼= Hn(P• ⊗R M)

∼= Hn(0→
1

R⊗R N
a−→

0

R⊗R N → 0)

∼= Hn(0→
1

N
a−→

0

N → 0)

∼=


Coker(N

a−→ N) = N/aN (n = 0)

Ker(N
a−→ N) = {x ∈ N | ax = 0} (n = 1)

0 (n 6= 0, 1)

R 加群 N の元 x は「ある 0 6= a ∈ R が存在して ax = 0」を満たすとき，ねじれ元（torsion

element）という．従って，この計算から⋃
0 ̸=a∈R

TorR1 (R/aR,N) = {x ∈ N | xはねじれ元 }

となる．これが Tor加群の名前の由来である．

(2) a, b ∈ Zとし，TorZn(Z/aZ,Z/bZ)を計算する．

n = 1の場合：
• a = 0のとき，命題 5.15(2)より TorZ1 (Z,Z/bZ) = 0．
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• a 6= 0のとき，(1)より

TorZ1 (Z/aZ,Z/bZ) ∼= {x+ bZ ∈ Z/bZ | ax ∈ bZ} ∼= Z/dZ (d = gcd(a, b)).

従って，命題 5.15(2)と命題 5.16と合わせて，

TorZn(Z/aZ,Z/bZ) ∼=

{
Z/dZ (n = 0, 1)

0 (n 6= 0, 1)

となる．
これを用いれば，定理 2.28と命題 5.15(4)により全ての有限生成 Z加群の Tor加群を計算すること
ができる．

(3) F を体とする．自然数 n ≥ 1 に対して環 R = F[x]/(xn) を考える．自然数 1 ≤ i, j ≤ n に対して
TorRm(R/xiR,R/xjR)を計算する．
例 5.10(2)により，R加群 R/xiRは射影分解 P• := (· · · xn−i

−−−→ R
xi

−→ R
xn−i

−−−→ R
xi

−→ R→ 0)を持
つ．従って，

TorRm(R/xiR,R/xjR) = Hm(P• ⊗R R/x
jR)

= Hm(· · · xn−i

−−−→
3

R⊗R R/x
jR

xi

−→
2

R⊗R R/x
jR

xn−i

−−−→
1

R⊗R R/x
jR

xi

−→
0

R⊗R R/x
jR→ 0)

∼= Hm(· · · xn−i

−−−→
3

R/xjR
xi

−→
2

R/xjR
xn−i

−−−→
1

R/xjR
xi

−→
0

R/xjR→ 0)

従って，

TorRm(R/xiR,R/xjR) ∼=

Ker(R/xjR
xi

−→ R/xjR)/ Im(R/xjR
xn−i

−−−→ R/xjR) (mは奇数)

Ker(R/xjR
xn−i

−−−→ R/xjR)/ Im(R/xjR
xi

−→ R/xjR) (mは偶数)

となる，
ここで，任意の整数 k, j に対して

• Ker(R/xjR
xk

−→ R/xjR) =

xj−kR/xjR (k ≤ j)

R/xjR (k > j)

• Im(R/xjR
xk

−→ R/xjR) =

xkR/xjR (k ≤ j)

0 (k > j)

となることに注意すると，n− j ≤ i ≤ j のとき，

TorRm(R/xiR,R/xjR) ∼=

{
(xj−iR/xjR)/(xn−iR/xjR) ∼= xj−iR/xn−iR (mは奇数)

(xj−(n−i)R/xjR)/(xiR/xjR) ∼= xj+i−nR/xiR (mは偶数)

n− j ≤ i ≤ j でない場合も同様に計算できる．

この例のように射影分解が具体的に計算できれば Tor加群も計算できる．ただし，一般には射影分解を具体
的に計算することは難しい．しかし，以下の定理を用いることで具体的に計算ができなくても様々なことが分
かる．
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定理 5.18. 0 → L → M → N → 0を R加群の完全列，X を R加群とする．このとき，R加群の完
全列

· · · → TorRn+1(N,X)→ TorRn (L,X)→ TorRn (M,X)→ TorRn (N,X)→
...

→ TorR1 (N,X)→ L⊗R X
f⊗idX−−−−→M ⊗R X

g⊗idX−−−−→ N ⊗R X → 0

が存在する．

証明. PL
• , PN

• をそれぞれ L, N の射影分解とし，命題 5.12のようにM の射影分解 PM
• ，鎖写像 f• : PL

• →
PM
• , g• : PM

• → PN
• をとる．

ここで，0 → PL
n

fn−→ PM
n

gn−→ PN
n → 0 に補題 5.4 を用いることで，sn ◦ fn = idPL

n
を満たす R 準同型

sn : PM
n → PL

n が存在することが分かる（PN
n が射影的なので，rn : PN

n → PM
n が存在して gn ◦ rn = idPN

n

を満たす）．このとき，(sn ⊗ idX) ◦ (fn ⊗ idX) = (sn ◦ fn) ⊗ idX = idPL
n
⊗ idX = idPL

n ⊗RX が成り立つの
で，完全列

0→ PL
n ⊗R X

fn⊗idX−−−−−→ PM
n ⊗R X

gn⊗idX−−−−−→ PN
n ⊗R X → 0

を得る．従って，鎖写像 f• : PL
• → PM

• , g• : PM
• → PN

• は定理 4.15の条件を満たすので，ホモロジー加群
の完全列

· · · → Hn+1(P
N
• ⊗R X)→ Hn(P

L
• ⊗R X)→ Hn(P

M
• ⊗R X)→ Hn(P

N
• ⊗R X)→

...

→ H1(P
N
• ⊗R X)→ H0(P

N
• ⊗R X)→ H0(P

M
• ⊗R X)→ H0(P

L
• ⊗R X)→ 0

これが定理の主張の完全列に他ならない． ■

系 5.19. 0→ L→M → N → 0を R加群の完全列，X を R加群とする．このとき，

TorR1 (N,X) = 0 =⇒「0→ L⊗R X
f⊗idX−−−−→M ⊗R X

g⊗idX−−−−→ N ⊗R X → 0が完全列」

5.4 普遍係数定理
この節では Tor加群の応用として，以下の定理を示す．この定理は次の章で単体複体のホモロジー加群を計
算する際に用いられる．

定理 5.20 (普遍係数定理). F• = (· · · → Fn
dn−→ Fn−1 → · · · )を Z加群の鎖複体で，各 Fn が自由加

群となっているものとする．このとき，任意の Z加群 X と n ∈ Zに対して，Z同型

Hn(F• ⊗Z X) ∼= (Hn(F•)⊗Z X)⊕ TorZ1 (Hn−1(F•), X)

が存在する．
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証明. Hn := Hn(F•), Zn := Ker(dn), Bn := Im(dn+1)と置く．このとき，定義から Hn = Zn/Bn となり，完
全列

0→ Bn → Zn → Hn → 0

を得る．自由 Z 加群の部分加群も自由加群なので，Bn−1, Zn−1 は自由加群．従って，命題 5.15(2) と定
理 5.18より，完全列

TorZ1 (Zn, X) = 0→ TorZ1 (Hn, X)→ Bn ⊗Z X
αn−−→ Zn ⊗Z X → Hn ⊗Z X → 0

を得る．この完全列より

Ker(αn) ∼= TorZ1 (Hn, X), Coker(αn) ∼= Hn ⊗Z X (∗)

を得る．
次に，鎖複体 B′

• と Z• をそれぞれ

B′
• = (· · · →

n

Bn−1
0−→

n−1

Bn−2
0−→ · · · ), Z• = (· · · →

n

Zn
0−→

n−1

Zn−1
0−→ · · · )

と定義する（B′
• の次数は Bn の添字とずれているので ′ を付けています）．また，包含写像 Zn ⊆ Fn と全射

dn : Fn → Bn−1 により，鎖写像 f• : Z• → F•, g• : F• → B′
• が定まる．ここで，準同型定理（定理 2.12）よ

り同型 Fn/Zn
∼= Bn−1 が存在するので，完全列

0→ Zn
fn−→ Fn

gn−→ Bn−1 → 0

を得る．さらに，Bn−1 は自由加群なので，命題 5.15(2)と系 5.19より完全列

0→ Zn ⊗Z X
fn−→ Fn ⊗Z X

gn−→ Bn−1 ⊗Z X → 0

を得る．従って，鎖写像 f• ⊗ idX , g• ⊗ idX に定理 4.15を用いると，完全列

· · · → Bn ⊗Z X
αn−−→ Zn ⊗Z X → Hn(F• ⊗Z X)→ Bn−1 ⊗Z X

αn−1−−−→ Zn−1 ⊗Z X → · · ·

を得る（ここで，Hn(B
′
• ⊗Z X) ∼= Bn−1 ⊗Z X, Hn(Z• ⊗Z X) ∼= Zn ⊗Z X に注意しておく）．この完全列から

短完全列
0→ Cokerαn → Hn(F• ⊗Z X)→ Kerαn−1 → 0

を得る．また，(∗)より Kerαn−1
∼= TorZ1 (Hn−1, X), Cokerαn

∼= Hn ⊗Z X なので，完全列

0→ Hn ⊗Z X
β−→ Hn(F• ⊗Z X)→ Kerαn−1 → 0 (∗∗)

を得る．今，γ : Hn(F• ⊗Z X)→ Hn ⊗Z X を

γ(

k∑
i=1

ai ⊗ xi) =
k∑

i=1

ai ⊗ xi

と定義すると γ ◦ β = idが成り立つ（詳細略）．従って，補題 5.4を (∗∗)に用いることで同型

Hn(F• ⊗Z X) ∼= Kerαn−1 ⊕ (Hn ⊗Z X) = TorZ1 (Hn−1, X)⊕ (Hn ⊗Z X)

が示される． ■
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補題 5.21. 体 Fを Rまたは Cとする．このとき，任意の有限生成 Z加群M に対して

TorZ1 (M,F) = 0

となる．

証明. 定理 2.27より，M は

Zk ⊕ Z/a1Z⊕ · · · ⊕ Z/arZ (0 6= ai ∈ Z)

の形の Z加群と同型である．従って，命題 5.15(4)より，任意の a ∈ Zに対して

TorZ1 (Z/aZ,F) = 0

となることを示せば良い．
a = 0の場合は命題 5.15(2)より従い，a 6= 0の場合は例 5.17(1)より

TorZ1 (Z/aZ,F) ∼= {x ∈ F | ax = 0} = 0

が従う． ■

系 5.22. 体 Fを Rまたは Cとする．F• = (· · · → Fn
dn−→ Fn−1 → · · · )を Z加群の鎖複体で，各 Fn

が自由加群となっているものとする．このとき，任意の n ∈ Zに対して，Z同型

Hn(F• ⊗Z F) ∼= Hn(F•)⊗Z F

が存在する．

演習問題
問題 5.1. Z加群と Z準同型写像の列

X• = (· · · ·4−→
2

Z/12Z ·6−→
1

Z/12Z ·4−→
1

Z/12Z ·6−→
0

Z/12Z→ 0)

を考える．ここで，·4, ·6はそれぞれ 4倍，6倍する写像．

(1) X• が鎖複体であることを示せ．
(2) H0(X•), H1(X•), H2(X•)を Z/nZの形で表せ．

問題 5.2. 環R = R[x, y]/(x, y)を考える．また，x, yを代表元とするRの元をそれぞれ x := x+(x, y), y :=

y + (x, y)と書く．

(1) R加群 R/xRの射影分解を一つ求めよ．
(2) TorR1 (R/xR,R/yR)を計算せよ．
(3) TorR2 (R/xR,R/yR)を計算せよ．
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問題 5.3. S := {f : [0, π]→ R | f は連続関数 }を関数の和と積により環とみなす．S の部分集合 R,M をそ
れぞれ

R := {f : [0, π]→ R | f は連続関数かつ f(0) = f(π)}
M := {u : [0, π]→ R | uは連続関数かつ u(0) = −u(π)}

とする．このとき，以下の問いに答えよ：

(1) (i) Rは S の部分環となることを示せ
(ii) f ∈ R, u ∈M =⇒ fu ∈M を示せ

以降，Rを (i)により環とみなし，M を (ii)により R加群とみなす．
このとき，以下の設問に答えることでM が射影加群かつ自由加群でないことを示せ：

(2) (i) f, g ∈ Rに対して f sinx+ g cosx, f cosx− g sinx ∈M を示せ
(ii) u, v ∈M に対して u sinx+ v cosx, u cosx− v sinx ∈ Rを示せ
(iii) R 同型写像 ϕ : M2

∼=−→ R2 を一つ見つけることで，M が射影加群であることを示せ（ただし，
M2 =M ⊕M , R2 = R⊕R）

(3) N := 〈uv | u, v ∈ M〉（= {uv | u, v ∈ M} で生成される R 部分加群）と定義したとき，N = R を
示せ．
ヒント：sin2 x+ cos2 x = 1を使う

(4) M が自由加群でないことを示せ．
ヒント 1：M が自由加群と仮定すると，(3)より，ある S の可逆元 uを用いて

M = Ruと表せる（これは認めても良い）．
ヒント 2：M が自由加群であると仮定し，中間値の定理を用いて矛盾を導く
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6 単体複体のホモロジーへの応用
6.1 単体複体のホモロジー
ホモロジー代数学は元々空間の性質を代数的に調べる手法として現れた．この節ではその大元となる単体複
体のホモロジーについて簡単に解説する．
以下，Rを可換環とする．

定義 6.1. RN の n+ 1個の点 v0,v1, . . . , vn が一般の位置にあるとは，n個のベクトル

v1 − v0,v2 − v0, . . . , vn − v0

が一次独立であるときにいう．
一般の位置にある v0,v1, . . . , vn に対して，RN の部分集合

〈v0,v1, . . . , vn〉 :=

{
n∑

i=0

aivi

∣∣∣∣∣ ti ≥ 0,

n∑
i=0

= 1

}

を v0,v1, . . . , vn によって張られる n単体（n-simplex）または n次元の単体と呼ぶ．
m+ 1個のベクトル vi0 ,vi1 , . . . , vim に対して，〈v0,v1, . . . , vn〉の部分集合

〈vi0 ,vi1 , . . . , vim〉 :=


m∑
j=0

ajvij

∣∣∣∣∣∣ tj ≥ 0,

m∑
j=0

= 1


を 〈v0,v1, . . . , vn〉のm次元の面（m-face）という．特に，0次元，1次元の面をそれぞれ 〈v0,v1, . . . , vn〉
の頂点（vertex），辺（edge）と呼ぶ．
また，空集合は −1次元の面と思うことにする．

コメント. 〈v0,v1, . . . , vn〉は v0,v1, . . . , vn を頂点に持つような多面体である．

例 6.2. (1) 頂点 v0 = (0, 1), v1 = (1, 0)を持つ 1単体 〈v0,v1〉は以下の図のようになる：

(0, 1)

(1, 0)

(2) 頂点 v0 = (0, 0), v1 = (0, 1), v2 = (1, 0)を持つ 2単体 〈v0,v1,v2〉は以下の図のようになる：

(0, 0) (1, 0)

(0, 1)
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(3) 頂点 v0 = (0, 0, 0), v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0), v3 = (0, 0, 1)を持つ 3単体 〈v0,v1,v2,v3〉は以下
の図のようになる：

v0

v1

v2

v3

定義 6.3. (1) RN 内の有限個の単体からなる集合K が条件
(i) K の元の面は再びK の元である
(ii) K の元 σ, τ に対して，σ ∩ τ は σ と τ の面である（空集合でも良い）
を満たすとき，単体複体（simplicial complex）という．K に含まれる単体の次元の最大値を K

の次元（dimension）と呼び，dim(K)と表す．
(2) Km でK に含まれるm単体全体の集合を表す．定義からKm = ∅ (m > dim(K))

(3) K に含まれる単体の和集合
|K| :=

⋃
σ∈K

σ

をK が定める多面体（polyhedron）と呼ぶ．

例 6.4. (1) n単体 σ := 〈v0,v1, . . . , vn〉の全ての面の集合 Kσ は単体複体である．このとき，m単体
の集合 (Kσ)m は

(Kσ)m := {〈vi1 ,vi2 , . . . , vim〉 | 0 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n}

であり，(nm)個の元からなる．また，定義から容易に分かるように
|Kσ| = σ

が成り立つ．つまり，この単体複体Kσ が定める多面体は n単体 σ 自身である．

(2) v0 = (0, 0, 0), v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0), v3 = (0, 0, 1)に対して，

K = K0 ∪K1 ∪K2

K0 = {〈v0〉, 〈v1〉, 〈v2〉, 〈v3〉}
K1 = {〈v0,v1〉, 〈v0,v2〉, 〈v0,v3〉, 〈v1,v2〉, 〈v1,v3〉, 〈v2,v3〉}
K2 = {〈v0,v1,v2〉, 〈v0,v1,v3〉, 〈v0,v2,v3〉, 〈v1,v2,v3〉}

と定めるとK は単体複体となる．このとき，|K|は 3単体 〈v0,v1,v2,v3〉からその内部を除いた表
面のみからなる図形である．

もっと一般に，n単体 σ = 〈v0,v1, . . . , vn〉に対して，σ の σ 以外の面全体の集合

K∂σ := Kσ \ {σ}

75



は単体複体となり，

|K∂σ| = ∂σ (= σ の内部を除いた表面のみからなる図形)

が成り立つ．

(3) v4 を 3単体 σ = 〈v0,v1,v2,v3〉の外側にある点とする．このとき，

K := K0 ∪K1 ∪K2

K0 := {〈v0〉, 〈v1〉, 〈v2〉, 〈v3〉, 〈v4〉}
K1 := {〈v0,v1〉, 〈v0,v2〉, 〈v0,v3〉, 〈v1,v2〉, 〈v1,v3〉, 〈v2,v3〉, 〈v1,v4〉, 〈v2,v4〉, 〈v3,v4〉}
K2 := {〈v0,v1,v2〉, 〈v0,v1,v3〉, 〈v0,v2,v3〉, 〈v1,v2,v3〉}

と定めるとK は単体複体となる．このとき，|K|は |Kσ|に辺 〈v1,v4〉,〈v2,v4〉,〈v3,v4〉をくっつけ
た以下のような図形である：

v0

v1

v2

v3

v4

以下，単体複体 K を固定し，K の頂点に v0,v1, . . . , vn と番号づけをしておく．このとき，K の元は
〈vi0 ,vi1 , . . . , vim〉と書けるが，その頂点は i0 < i1 < · · · < im となるように並べ変えておく．

定義 6.5. 各自然数 mに対して R 加群 Cm(K;R)と R 準同型 dm : Cm(K;R) → Cm−1(K;R)を以
下のように定義する：

• Cm(K;R)はKm の元を基底に持つような自由 R加群：

Cm(K;R) =
⊕

σ∈Km

Rσ (∼= R#Km)

• Km の元 σ = 〈vi0 ,vi1 , . . . , vim〉に対して

dm(σ) =

m∑
j=0

(−1)j〈vi0 , . . . , vij−1
,vij+1

. . . , vim〉

以下の補題により，Cm(K;R)と dm は鎖複体

C•(K;R) := (· · · d3−→ C2(K;R)
d2−→ C1(K;R)

d1−→ C0(K;R)→ 0)

を定める．

補題 6.6. 任意のmに対して dm−1 ◦ dm = 0．
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証明. m単体 〈vi0 ,vi1 , . . . , vim〉に対して

dm−1 ◦ dm(〈vi0 ,vi1 , . . . , vim〉) = 0

を示せば十分である．小さなmに対してこれを確かめる（一般のmについては演習問題 6.1）：

• m = 2：

d1 ◦ d2(〈vi0 ,vi1 ,vi2〉) = d1(〈vi1 ,vi2〉 − 〈vi0 ,vi2〉+ 〈vi0 ,vi1〉)
= d1(〈vi1 ,vi2〉)− d1(〈vi0 ,vi2〉) + d1(〈vi0 ,vi1〉)
= (〈vi2〉 − 〈vi1〉)− (〈vi2〉 − 〈vi0〉) + (〈vi1〉 − 〈vi0〉)
= 0

• m = 3：

d2 ◦ d3(〈vi0 ,vi1 ,vi2 ,vi3〉)
= d2(〈vi1 ,vi2 ,vi3〉 − 〈vi0 ,vi2 ,vi3〉+ 〈vi0 ,vi1 ,vi3〉 − 〈vi0 ,vi1 ,vi2〉)
= d2(〈vi1 ,vi2 ,vi3〉)− d2(〈vi0 ,vi2 ,vi3〉) + d2(〈vi0 ,vi1 ,vi3〉)− d2(〈vi0 ,vi1 ,vi2〉)
= (〈vi2 ,vi3〉 − 〈vi1 ,vi3〉+ 〈vi1 ,vi2〉)− (〈vi2 ,vi3〉 − 〈vi0 ,vi3〉+ 〈vi0 ,vi2〉)

+ (〈vi1 ,vi3〉 − 〈vi0 ,vi3〉+ 〈vi0 ,vi1〉)− (〈vi1 ,vi2〉 − 〈vi0 ,vi2〉+ 〈vi0 ,vi1〉)
= 0

■

定義 6.7. 鎖複体 C•(K;R)のホモロジー加群 Hm(K;R) := Hm(C•(K;R))をK の R係数のm次ホ
モロジー群（mth homology group）という．

注意. 通常係数環 Rとしては体 Fまたは Zを考えることが多い．F係数のホモロジー群の方が計算が易
しいが，Z係数のホモロジー群の方がより多くの情報を持っている：

Hm(K;F) ∼= Hm(K;Z)⊗Z F (普遍係数定理)

この節では，これ以降主に Rが体 F = R or Cの場合のみ考える．

例 6.8. (1) 3 単体 σ = 〈v0,v1,v2,v3〉 の面全体からなる単体複体 Kσ を考える．σi0,i1,...,it :=
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〈vi0 ,vi1 , . . . , vit〉と書くことにすると，

C0(Kσ;F) = Fσ0 ⊕ Fσ1 ⊕ Fσ2 ⊕ Fσ3 ∼= F4

C1(Kσ;F) = Fσ0,1 ⊕ Fσ0,2 ⊕ Fσ0,3 ⊕ Fσ1,2 ⊕ Fσ2,3 ∼= F6

C2(Kσ;F) = Fσ0,1,2 ⊕ Fσ0,1,3 ⊕ Fσ0,2,3 ⊕ Fσ1,2,3 ∼= F4

C3(Kσ;F) = Fσ0,1,2,3 ∼= F
d1(σ0,1) = σ1 − σ0, d1(σ0,2) = σ2 − σ0, d1(σ0,3) = σ3 − σ0,
d1(σ1,2) = σ2 − σ1, d1(σ1,3) = σ3 − σ1, d1(σ2,3) = σ3 − σ2
d2(σ0,1,2) = σ1,2 − σ0,2 + σ0,1, d2(σ0,1,3) = σ1,3 − σ0,3 + σ0,1,

d2(σ0,2,3) = σ2,3 − σ0,3 + σ0,2, d2(σ1,2,3) = σ2,3 − σ1,3 + σ1,2

d3(σ0,1,2,3) = σ1,2,3 − σ0,2,3 + σ0,1,3 − σ0,1,2

となる．従って，C•(Kσ;F)は

0→ F

−1
1
−1
1


−−−−−→ F4


1 1 0 0
−1 0 1 0
0 −1 −1 0
1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1


−−−−−−−−−−−−→ F6

−1 −1 −1 0 0 0
1 0 0 −1 −1 0
0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 1 1


−−−−−−−−−−−−−−−−→ F4 → 0

と表すことができる．

以下 C•(Kσ;F)のホモロジーを計算する：
• d1 の表現行列の階数は 3なので dimF(Im d1) = 3となる．従って

dimF(H0(C•(Kσ;F))) = dimF(F4/ Im d1) = 4− dimF(Im d1) = 4− 3 = 1

となり，H0(C•(Kσ;F)) ∼= F．
• d2 の表現行列の階数は 3 なので，dimF(Im d2) = 3 となる．また，dimF(Ker d1) = 6 −
dimF(Im d1) = 6− 3 = 3より

dimF(H1(C•(Kσ;F))) = dimF(Ker d1/ Im d2) = dimF(Ker d1)− dimF(Im d2) = 3− 3 = 0

となり，H1(C•(Kσ;F)) = 0．
• d3 の表現行列の階数は 1 なので，dimF(Im d3) = 1 となる．また，dimF(Ker d2) = 4 −
dimF(Im d2) = 4− 3 = 1より

dimF(H2(C•(Kσ;F))) = dimF(Ker d2/ Im d3) = dimF(Ker d2)− dimF(Im d3) = 1− 1 = 0

となり，H2(C•(Kσ;F)) = 0．
• dimF(H3(C•(Kσ;F))) = dimF(Ker d3) = 1 − dimF(Im d3) = 1 − 1 = 0 となり，
H3(C•(Kσ;F)) = 0．

以上より，
Hm(Kσ;F) ∼=

{
F (m = 0)

0 (m 6= 0)

となる．
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一般の n単体 σ に対しても
Hm(Kσ;F) ∼=

{
F (m = 0)

0 (m 6= 0)

が成り立つことを示すことができる．

(2) K を例 6.4(2)の単体複体とする．このとき，(1)と同じ記号で

C0(K;F) = Fσ0 ⊕ Fσ1 ⊕ Fσ2 ⊕ Fσ3 ∼= F4

C1(K;F) = Fσ0,1 ⊕ Fσ0,2 ⊕ Fσ0,3 ⊕ Fσ1,2 ⊕ Fσ1,3 ⊕ Fσ2,3 ∼= F6

C2(K;F) = Fσ0,1,2 ⊕ Fσ0,1,3 ⊕ Fσ0,2,3 ⊕ Fσ1,2,3 ∼= F4

d1(σ0,1) = σ1 − σ0, d1(σ0,2) = σ2 − σ0, d1(σ0,3) = σ3 − σ0,
d1(σ1,2) = σ2 − σ1, d1(σ1,3) = σ3 − σ1, d1(σ2,3) = σ3 − σ2
d2(σ0,1,2) = σ1,2 − σ0,2 + σ0,1, d2(σ0,1,3) = σ1,3 − σ0,3 + σ0,1,

d2(σ0,2,3) = σ2,3 − σ0,3 + σ0,2, d2(σ1,2,3) = σ2,3 − σ1,3 + σ1,2

となり，C•(K;F)は

0→ F4


1 1 0 0
−1 0 1 0
0 −1 −1 0
1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1


−−−−−−−−−−−−→ F6

−1 −1 −1 0 0 0
1 0 0 −1 −1 0
0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 1 1


−−−−−−−−−−−−−−−−→ F4 → 0

と表すことができる．
この場合，鎖複体の形から 0 次と 1 次のホモロジー群は (1) と全く同じものになることが分かる．
一方で，

dimF(H2(C•(K;F))) = dimF(Ker d2) = 4− dimF(Im d2) = 4− 3 = 1

より H2(C•(K;F)) ∼= Fとなる．従って，

Hm(K;F) ∼=

{
F (m = 0, 2)

0 (m 6= 0, 2)

となる．この結果は |Kσ|の

2次元の穴（四面体の内部）の数 1 = dimF(H2(Kσ;F))

を示している．
一般の n単体 σ に対してもK∂σ のホモロジー群が

Hm(K∂σ;F) ∼=

{
F (m = 0, n− 1)

0 (m 6= 0, n− 1)

をとなることを示すことができる．
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(3) K を例 6.4(3) の単体複体とする．(1)(2) と同様に σi0,i1,...,im := 〈vi0 ,vi1 , . . . , vim〉 と表すことに
すると，

C0(K;F) = Fσ0 ⊕ Fσ1 ⊕ Fσ2 ⊕ Fσ3 ⊕ Fσ4 ∼= F5

C1(K;F) = Fσ0,1 ⊕ Fσ0,2 ⊕ Fσ0,3 ⊕ Fσ1,2 ⊕ Fσ1,3 ⊕ Fσ2,3 ⊕ Fσ1,4 ⊕ Fσ2,4 ⊕ Fσ3,4 ∼= F9

C2(K;F) = Fσ0,1,2 ⊕ Fσ0,1,3 ⊕ Fσ0,2,3 ⊕ Fσ1,2,3 ∼= F4

d1(σ0,1) = σ1 − σ0, d1(σ0,2) = σ2 − σ0, d1(σ0,3) = σ3 − σ0,
d1(σ1,2) = σ2 − σ1, d1(σ1,3) = σ3 − σ1, d1(σ2,3) = σ3 − σ2
d1(σ1,4) = σ4 − σ1, d1(σ2,4) = σ4 − σ2, d1(σ3,4) = σ4 − σ3
d2(σ0,1,2) = σ1,2 − σ0,2 + σ0,1, d2(σ0,1,3) = σ1,3 − σ0,3 + σ0,1,

d2(σ0,2,3) = σ2,3 − σ0,3 + σ0,2, d2(σ1,2,3) = σ2,3 − σ1,3 + σ1,2

となり，C•(K;F)は

0→ F4



1 1 0 0
−1 0 1 0
0 −1 −1 0
1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


−−−−−−−−−−−−→ F9


−1 −1 −1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 −1 −1 0 −1 0 0
0 1 0 1 0 −1 0 −1 0
0 0 1 0 1 1 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 1 1


−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ F5 → 0

となる．(1)(2)と同じように行列の階数を計算していくと，

dimF(Hm(K;F)) =


1 (m = 0, 2)

2 (m = 1)

0 (m 6= 0, 1, 2)

となり，

Hm(K;F) ∼=


F (m = 0, 2)

F2 (m = 1)

0 (m 6= 0, 1, 2)

が分かる．この結果は |K|の

• 2次元の穴（四面体の内部）の数 1 = dimF(H2(Kσ;F))
• 1次元の穴（〈v1,v2,v4〉と 〈v1,v3,v4〉の内部）の数 2 = dimF(H1(K;F))

を示している．

定義 6.9. 単体複体K に対して

βm(K) := dimF(Hm(K;F))

をK のm次のベッチ数（mth Betti number）ab と呼ぶ．K のベッチ数の交代和

χ(K) :=

dim(K)∑
m=0

(−1)mβm(K)
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をK のオイラー標数（Eular characteristic）と呼ぶ．

a Betti (人)：ベッチ
b 直感的には βm(K) = (|K|のm次元の穴の数)

例 6.10. (1) 例 6.8(1)より n単体 σ に対して

βm(Kσ) =

{
1 (m = 0)

0 (m 6= 0)

となり，χ(Kσ) = 1．

(2) 例 6.8(2)より n単体 σ に対して

βm(K∂σ) =

{
1 (m = 0, n− 1)

0 (m 6= 0, n− 1)

となり，χ(Kσ) = 1 + (−1)n−11．

(3) 例 6.4(3)の単体複体K を考えると例 6.8(3)より

βm(K) =


1 (m = 0, 2)

2 (m = 1)

0 (m 6= 0, 1, 2)

となり，χ(K) = 1− 2 + 1 = 0．

実は以下の補題によりホモロジー群を計算しなくてもオイラー標数は計算できる．

補題 6.11. χ(K) =

dim(K)∑
m=0

(−1)m#Km

証明. 命題 4.13より従う． ■

ここで定義したホモロジー群は単体複体というかなり特別な対象に対してしか定義されていない．しかし，
位相空間の三角形分割を通して幅広い位相空間に対してそのホモロジー群を考えることができる．

定義 6.12. X を位相空間とする．単体複体 K の多面体 |K|が X と同相であるとき，K を X の三角
形分割（triangulation）というa．K が X の三角形分割のとき，X のm次の R係数のホモロジー群
を Hm(X;R) := Hm(K;R) で定義する．X のベッチ数，オイラー標数も同様に X の三角形分割 K を
用いて βm(X) := βm(K), χ(X) = χ(K) で定義する．

a 可微分多様体というかなり広いクラスの空間は三角形分割を持つことが知られている

以下の定理により Hm(X;R), βm(X), χ(X)は X の三角形分割の取り方によらないことが分かる．
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定理 6.13. K と K ′ を単体複体とする．|K| と |K ′| が同相であるとき，任意の m に対して R 同型
Hm(K;R) ∼= Hm(K ′;R)が存在する．

証明. この定理の証明は大変なので省略するが，代数的位相幾何学の標準的な教科書には大体書いてある． ■

例 6.14. (1) R3 内の球面
S := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}

を考える．四面体の内部を除いた側面のみからなる図形は S と同相なので，3 単体 σ に対して
Kσ \ {σ}は S の三角形分割を与える．

(2) 3次元空間 R3 内の曲面 S を考える．S 上の三角形とは，3本の曲線で囲まれた図形のこととする．
このとき，曲面 S 上に描いた有限個の三角形の集まり {∆k}Nk=1 で

∆k ∩∆l は ∆k と ∆l の辺，頂点，または空集合となる

を満たすようなものを与えることは，S の三角形分割を与えることと同値である．
例えば，(1)で与えた球面の三角形分割は以下のように図示できる：

(3) 穴が一つあるドーナツ型の曲面をトーラス（torus）と呼ぶ．以下の図はトーラスの三角形分割を与
える：

この三角形分割は線 P1P2P3 と P1P4P5 で切って展開すると以下のようになっている
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定理 6.15 (オイラーの多面体定理). R3 内の凸多面体 P の頂点の数を v，辺の数を e，面の数を f とす
る．このとき，

v − e+ f = 2

が成り立つ．

証明. まずは次の主張を示す．

主張. K を R3 内の球面の三角形分割とすると χ(K) = 2．

主張の証明. 3 単体 σ に対して K∂σ も球面の三角形分割を与えるので，定理 6.13 および例 6.10(2) より
χ(K) = χ(K∂σ) = 2． □

P の一つの面の対角線に辺を引き，以下のように三角形と多角形に分割する．

このとき，頂点の個数は変わらず，辺の数と面の数がそれぞれ 1 増える．従って，(頂点の数) −
(辺の本数) + (面の数)の値はこの操作で変わず v− e+f のままである．これを繰り返して P の全ての面を三
角形に分割するとこれは球面の三角形分割K を与える．以上の議論から (#K0)−(#K1)−(#K2) = v−e+f
となり，主張と合わせて

v − e+ f = (#K0)− (#K1)− (#K2) = χ(K) = 2

を得る． ■

オイラーの多面体定理の応用として以下の有名な結果を示すことができる．

系 6.16. 正多面体は正四面体，正六面体，正八面体，正十二面体，正二十面体の 5種類しかない．

証明. 正 n面体を考える．この頂点の数を v，辺の数を e，面の数を f とすると定理 6.15より v − e+ f = 2

が成り立つので，

4e− 4v − 4f = −8
4e2 − 4ev − 4ef = −8e

(2e− 2v)(2e− 2f) = −8e+ 4vf(
2e

v
− 2

)(
2e

f
− 2

)
= 4− 8e

vf
< 4

となる．ここで，

• 1 つの頂点に k (≥ 3) 本の辺が集まるとすると，各辺は 2 つの頂点を持つので kv = 2e が成り立つ．
従って 2e/v は 3以上の整数．
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• 各面は f = n 本の辺を持ち，1 つの辺は 2 つの面に共有されるので nf = 2e が成り立つ．従って
2e/f = nは 3以上の整数．

が成り立つので (
2e

v
− 2,

2e

f
− 2

)
= (1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1)

となり， (
2e

v
,
2e

f

)
= (3, 3), (3, 4), (4, 3), (3, 5), (5, 3)

• (3, 3)のとき 3v = 3f = 2eを v − e+ f = 2に代入して n = f = 4

• (3, 4)のとき 3v = 4f = 2eを v − e+ f = 2に代入して n = f = 6

• (4, 3)のとき 4v = 3f = 2eを v − e+ f = 2に代入して n = f = 12

• (3, 5)のとき 3v = 5f = 2eを v − e+ f = 2に代入して n = f = 8

• (5, 3)のとき 5v = 3f = 2eを v − e+ f = 2に代入して n = f = 20

■

6.2 単体複体のホモロジー加群の普遍係数定理
Rを環とする．この節では普遍係数定理（定理 5.20）を用いて単体複体の R係数のホモロジー加群を計算
する方法を紹介する*3．
単体複体K に対して，前節において以下の R加群の鎖複体を定義した：

C•(K;R) := (· · · → C2(K;R)
d2−→ C1(K;R)

d1−→ C0(K;R)→ 0)

Cm(K;R) :=
⊕

σ∈Km

Rσ ∼= R#Km

ここで，Cm(K;R) ∼= R#Km ∼= Z#Km ⊗Z Rに注意すると，鎖複体の同型

C•(K;R) ∼= C•(K;Z)⊗Z R

を得る．従って，C•(K;Z)に定理 5.20, 系 5.22を用いることで以下の定理が分かる．

定理 6.17 (単体複体のホモロジー加群に対する普遍係数定理). 単体複体K に対して，

Hn(K;R) ∼= (Hn(K;Z)⊗Z R)⊕ TorZ1 (Hn−1(K;Z), R)

定理 6.18. Fを Rまたは Cとする．単体複体K に対して，

Hn(K;F) ∼= Hn(K;Z)⊗Z F

*3 普遍係数定理の名称は「ホモロジー群の係数が普遍的である（定理 6.17）」から来ている．
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注意. 各 Cm(K;Z)が有限生成 Z加群なので，Hm(K;Z)も有限生成 Z加群である．従って，定理 2.28

より同型
Hm(K;Z) ∼= Zk ⊕ Z/a1Z⊕ · · · ⊕ Z/atZ (0 6= ai ∈ Z)

が存在する．これを用いれば普遍係数定理（定理 6.17）により Hm(K;R)を計算することができる．

C•(K;Z)の定義から，この鎖複体に現れる準同型 dm は体 Fを係数として持つ場合と同様に（0, 1,−1の
みを成分に持つ）行列で表される．そのホモロジー加群は行列の基本変形を用いて計算することができる（単
因子論）．

例 6.19. (1) σ を n単体とし，例 6.4(1)のKσ を考える．このとき，

Hm(Kσ;Z) ∼=

{
Z (m = 0)

0 (m 6= 0)

となる，従って，任意の環 Rに対して，普遍係数定理（定理 6.17）より

Hm(Kσ;R) ∼=

{
R (m = 0)

0 (m 6= 0)

(2) σ を n単体とし，例 6.4のK∂σ を考える．このとき，

Hm(K∂σ;Z) ∼=

{
Z (m = 0, n− 1)

0 (m 6= 0)

となる．従って，任意の環 Rに対して，普遍係数定理（定理 6.17）より

Hm(K∂σ;R) ∼=

{
R (m = 0, n− 1)

0 (m 6= 0)

(3) 例 6.4(3)のK を考える．このとき，

Hm(K;Z) ∼=


Z (m = 0, 2)

Z2 (m = 1)

0 (m 6= 0, 1, 2)

となる．従って，任意の環 Rに対して，普遍係数定理（定理 6.17）より

Hm(K;R) ∼=


R (m = 0, 2)

R2 (m = 1)

0 (m 6= 0, 1, 2)

(4) 以下の左図のような単体複体K を考える．
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この単体複体の定める多面体 |K|は，緑線と赤線をそれぞれ捻って貼り合わせることで上の右図の
図形（クラインの壺）となることが分かる．

この単体複体のホモロジー群を計算すると，

Hm(K;Z) ∼=


Z (m = 0)

Z⊕ Z/2Z (m = 1)

0 (m 6= 0, 1)

となる．従って，任意の環 Rに対して，普遍係数定理（定理 6.17）より

Hm(K;R) ∼=


R (m = 0)

R⊕R/2R (m = 1)

TorZ1 (R/2R,R)
∼= {a ∈ R | 2a = 0} (m = 2)

0 (m 6= 0, 1, 2)

このように Z係数のホモロジー加群にねじれ元が現れるとき，R係数のホモロジー加群は Z係数の
場合よりも多少複雑になる．

ここで，H1(K;Z)の Z/2Zの部分がどのような意味を持つものなのか簡単に説明しよう．上図のよ
うにクラインの壺上の青い円を考える．ただし，この円には向きが付けられているとする．この円
をクラインの壺の側面に沿って一周動かすと元の位置に戻るが，円の向きは逆向きになる．従って，
この操作をもう一度繰り返すと円の向きは元に戻る．このような円は，ホモロジー群の中で 2倍し
て 0になる元，つまり Z/2Zの元を定めている．

6.3 抽象単体複体
6.1節の話を思い出すと，単体複体の頂点がどの位置にあるかは問題ではなく面達がどのような関係にある
かのみが重要であった．そこで，頂点のなす面達の関係のみに着目した以下の概念が定義される．

定義 6.20. (1) 頂点集合 {0, 1, . . . , n} を持つ抽象単体複体（abstract simplicial complex）とは
{0, 1, . . . , n}の部分集合の有限部分集合K であり，
(i) 任意の i = 0, 1, . . . , nに対して {i} ∈ K
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(ii) F ∈ K かつ G ⊆ F ならば G ∈ K
を満たすもの．

(2) K の元 σ は#σ = m+ 1のときm単体（m-simplex）という．Km でm単体の全体のなすK の
部分集合とする．

例 6.21. (1) K を頂点 v0,v1, . . . , vn を持つ単体複体とする．このとき，

K ′ = {{i0, i1, . . . , ik} | 〈i0, i1, . . . , ik〉 ∈ K}

は {0, 1, . . . , n}を頂点集合として持つ抽象単体複体となる．
逆に，{0, 1, . . . , n}を頂点集合として持つ抽象単体複体K に対して，

K ′ = {σF | F ∈ K}

σF =

{
(xi)0≤i≤n ∈ Rn+1

∣∣∣∣∣ xi ≥ 1 (0 ≤ i ≤ n), xi = 0 (i 6∈ F ),
n∑

i=1

xi = 1

}

は e0, e1, . . . , en を頂点に持つ単体複体である．

(2) P を有限個の元からなる半順序集合とする．P の部分集合 C が鎖（chain）であるとは，C の任意
の 2元 x, y が比較可能（x ≤ y or y ≤ x）であるときに言う．このとき，

∆(P ) := {C | C ⊆ P は P の鎖 }

は抽象単体複体となる．これを P の順序複体（order complex）と呼ぶ．

(3) Gを有限グラフとする（つまり，頂点の集合 V とそれらを結ぶ辺の集合 E からなるもの）．Gの頂
点の集合 C がクリーク（clique）とは，C の任意の 2元が辺で結ばれているときに言う．このとき，

∆(G) := {C | C ⊆ V は Gのクリーク }

は抽象単体複体となる．これを Gのクリーク複体（clique complex）と呼ぶ．

抽象単体複体に対しても単体複体と同様にホモロジー群が定義される．

定義 6.22. K を抽象単体複体，Rを環とする．

(1) 各自然数 mに対して R加群 C•(K;R)と R準同型 dm : Cm(K;R) → Cm−1(K;R)を以下のよう
に定義する：

• Cm(K;R)はKm の元を基底に持つような自由 R加群：

Cm(K;R) =
⊕

σ∈Km

Rσ (∼= R#Km)
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• Km の元 σ = {i0, i1, . . . , im}に対して

dm(σ) =

m∑
j=0

(−1)j{i0, . . . , ij−1, ij+1, . . . , im}

補題 6.6と同様に Cm(K;R)と dm は鎖複体

C•(K;R) := (· · · d3−→ C2(K;R)
d2−→ C1(K;R)

d1−→ C0(K;R)→ 0)

を定める．
(2) C•(K;R)のホモロジー加群

Hm(H;R) := Hm(C•(K;R))

をK の R係数のm次ホモロジー群と呼ぶ．

有限半順序集合 P や有限グラフ Gに対して，例 6.21(2)(3)で定義された抽象単体複体のホモロジー群を通
して P や Gを研究する手法が盛んに行われている．そのほかにも様々な対象から抽象単体複体を構成するこ
とができ，やはりそれを通してホモロジー代数的な研究が行われている．

演習問題
問題 6.1. 一般のmに対して補題 6.6を示せ．

問題 6.2. 以下で与えられる単体複体K のホモロジー群，ベッチ数，オイラー標数を計算せよ．

K := K0 ∪K1 ∪K2

K0 := {〈v0〉, 〈v1〉, 〈v2〉, 〈v3〉, 〈v4〉}
K1 := {〈v0,v1〉, 〈v0,v2〉, 〈v0,v3〉, 〈v1,v2〉, 〈v1,v3〉, 〈v2,v3〉, 〈v1,v4〉, 〈v2,v4〉, 〈v3,v4〉}
K2 := {〈v0,v1,v3〉, 〈v0,v2,v3〉, 〈v1,v2,v3〉, 〈v1,v2,v4〉}

v0

v1

v2

v3

v4

問題 6.3. 例 6.14(3)で与えた三角形分割を用いてトーラスのホモロジー群，ベッチ数，オイラー標数を計算
せよ．
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